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CHAPITRE I 



THEORIE. 
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$ i. — Aperçu sommaire des recherches antérieures. 

La possibilité d'une flexion des pièces comprimées a 
déjà attiré l'attention des plus anciens ingénieurs. Il est 
connu depuis longtemps que la résistance des colonnes 
dépend, non seulement des dimensions de leur section 
transversale, mais encore de leurs hauteurs (*). 

La solution théorique du problème de la résistance de 
colonnes ne pouvait cependant pas être obtenue sans 
Taide de l'analyse supérieure. 



(*) Déjà, en 1729^ Musschenbrœk {Introductio ad cohsBrentiam corpo~ 
rum frmorum, Dissertationes physicx experimentalis et geomeiricx, 
Lugduni Batavorum) a tiré de ses expériences la conclusion que la résis- 
tance des tiges élastiques comprimées dans le sens de leur longueur crott en^ ^ 
raison interse du carré de cette dernière. 
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Ce n'est que vers 1774 que le grand géomètre Léonard 
Ëuler (*) établit la J)ase de la théorie de la résistance de& 
pièces comprimées, partant de la loi approximative de^ 
son maître, Jean Bernoulli, suivant laquelle, en chaque 
point de Taxe fléchi d'une poutre élastique primitivement 
droite, le produit du rayon de courbure p et du moment 
fléchissant M est une constante W : 

Mp = W. 

Parmi les neuf différents cas de flexion, Euler étudia 
celui d'une colonne cylindrique, encastrée à Tune de ses 
extrémités, et comprimée par une force appliquée à l'autre^ 
extrémité libre et dirigée suivant son axe primitif. 

Se bornant à Tétude de très petites déformations, il 
simplifia l'expression du rayon de courbure 

1 dx^ 



P 
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en y négligeant l-f-) devant l'unité, et adopta ainsi dans- 
ses calculs l'expression simplifiée 

p dx^ 

De ses recherches, il tira la conclusion qu'une colonne 
de longueur /^ , comprimée par une force P^ , n'est ex- 
posée à se courber que lorsque P^ dépasse la valeur 

Euler appelle cette force la force de la colonne. 



(*) Voir son Additamentum de curvis elasticis.,, k son œuvre Methodm 
inveniendi lineas curvaSf 1772. — Voir aussi son article inséré dans les 
Mémoires de l'Académie de Berlin, 1757. 
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Ne nous arrêtant pas à la déduction élémentaire de la 
théorie d'Euler, rappelons seulement qu'elle a donné lieu 
à beaucoup de malentendus et qu'elle a été même consi- 
dérée comme un paradoxe mathématique. 

Certains ingénieurs ont étendu à tort Téquation diffé- 
rentielle 

au delà des limites dans lesquelles elle pouvait être ap- 
plicable, et en ont tiré la conclusion que la force de com- 
pression ayant atteint la limite 

pourrait courber indéfiniment Taxe de la colonne suivant 
une sinusoïde, tandis que la moindre augmentation ou 
diminution de la valeur de cette force suffirait pour que 
l'axe de la colonne restât droit. 

Il est évident que ces conclusions ne pouvaient être 
qu'erronées. En effet, l'analyse fondée sur l'expression 
simplifiée de la courbure était bien en état d'indiquer 
que la colonne n'est pas exposée à se courber tant que 

mais elle ne pouvait donner absolument aucune idée de 
ce qui se passerait si la force P^ dépassait la limite (1). 
L'admission d'une courbure indéfinie suppose néces- 
sairement que -~ peut prendre toutes les valeurs pos- 
sibles, et elle exclue, par conséquent, l'hypothèse que 
le carré de cette fonction est négligeable devant l'unité , 
quand il s'agit de déterminer l'axe fléchi sous l'action de 
forces supérieures à la limite (1). 
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i. 

Aussi MM. Clebsch et de Saint-Venant {*) s'étonnent- 
ils, ajuste titre, que Ton se soit efforcé de faire accepter 
un résultat aussi manifestement erroné , plutôt que d*en 
rechercher Torigine dans l'extension tout à fait arbitraire 
et inexacte de l'équation simplifiée de la flexion. 

Est-il cependant bien vrai, que l'axe soit exposé à se 
courber lorsque la force P^ dépasse la limite (1), et doit- 
il demeurer réellement droit tant que cette force reste 
au-dessous de la limite indiquée? 

C'est Lagrange (**) qui a élucidé cette question, ayant 
prouvé l'exactitude de la formule d'Euler, à l'aide d'une 
analyse rigoureuse dans son mémoire célèbre Sur la 
figure de la colonne. Quant à Téquation de l'axe fléchi 
sous l'action des forces supérieures à la limite (1), 
Lagrange fait remarquer que son intégration n'était 
pas possible, étant donné l'état dans lequel se trouvait 
alors l'analyse, et qu'elle dépendait de la rectification 
des arcs des sections coniques. 

Grâce au développement actuel de la théorie des fonc- 
tions elliptiques, et surtout aux travaux de MM. Clebsch, 
Maurice Lé vy (***), Halphen (****), CoUignon, etc., le pro- 
blème de la flexion des tiges élastiques comprimées par 
des forces longitudinales appliquées aux extrémités de 
l'axe, repose sur une base absolument solide. 

C'est M. Clebsch qui le premier a résolu ce problème 



(*) Théorie d'élasticité des corps solides de Clebsch, traduite par Barré 
de Saint-Venant et Flamant, 1883^ p. 864. 

(**) Œuvres de Lagrange, t. II, p. 125, Sur la figure de la colonne j et 
Miscenalea Faurinensia, t. V, 1770-1773. 

( ***) Maurice Léyy : Sur un nouveau cas intégrable du problème de Télas- 
tique et l'une de ses applications {Comptes rendus des séances de V Aca- 
démie des sciences, t. XCVII, p. 694, et Journal de mathématique, Z* sér., 
t. X, p. 1). 

(**'*) Halphen : Sur une courbe élastique {Journal de rÉcole polytech- 
nique, 54« cahier, p. 183), et Halphen : Traité des fonctions elliptiques y 
1888, t. II, p. 192. 
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à l'aide des fonctions elliptiques dans sa Théorie d'élasti- 
cité des corps solides. Après avoir prouvé l'exactitude 
de la formule (1), il développe en séries trigonomé trique s 
les coordonnées de l'axe fléchi d'une. tige élastique com- 
primée par des forces longitudinales supérieures à la 
limite (1). 

En même temps Glebsch s'étonne que l'analyse som- 
maire, fondée sur Féquation différentielle approximative, 
ait conduit à l'expression exacte (1) de la force maxima, 
qu'une pièce peut supporter sans fléchir; c'est ce qu'il 
appelle un heureux hasard. Ceci n'est cependant pas 
juste. Dans les recherches qui suivent, il sera prouvé 
d'une manière rigoureuse que, tant qu'il s'agit de déter- 
miner la valeur critique de l'effort, on pourra toujours 
simplifier l'analyse en remplaçant l'équation différentielle 
exacte de l'axe courbé par une équation linéaire. 

Dernièrement M. Maurice Lévy a étudié la figure d'é- 
quilibre d'une verge élastique , circulaire ou droite dans 
son état naturel, et sollicitée : 

1® Par des forces ou couples quelconques, agissant en 
ses extrémités dans le plan de la fibre moyenne ; 

2^ Par une pression uniformément répartie sur cette 
fibre dans son plan et lui restant toujours normale dans 
les déformations. 

Pour le cas particulier considéré par Euler, M. Lévy 
trouve que si Ton a 

(où n est un nombre entier et positif), il existe, outre 
la figure droite, n + 1 figures d'équilibre. Ces recherches 
rigoureuses ont affirmé ainsi le résultat bien connu, dé- 
duit de l'équation approximative, que, pour les valeurs 
de la force de compression déterminées d'après la relation 

(a) P = ^(2n + l)«, 
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Taxe peut fléchir selon une forme nouvelle d'équilibre , 
outre celles qu'il aurait pu affecter sous l'action des forces 
inférieures. Mais toutes ces formes d'équilibre de l'axe 
se confondent avec sa direction primitive droite pour les 
valeurs de l'effort («) , et s'en écartent d'une manière 
parfaitement déterminée au fur et à mesure que cet effort 
augmente. 

Après avoir prouvé ainsi qu'il existe une relation con- 
tinue et bien déterminée entre l'effort de compression 
supérieur à la limite (1) et la flèche maxima de l'axe 
courbe d'une pièce parfaitement élastique, il restait en- 
core à se rendre compte de ce qui se passe dans une 
pièce réelle chargée debout , lorsqu'elle est exposée à 
fléchir. 

M. GoUignon éclaircit parfaitement cette question dans 
son mémoire : Sur la flexion des pièces droites com^ 
primées {*). 

Après l'étude purement géométrique des courbes re- 
présentées par l'équation exacte de l'axe fléchi 

FA 

il cherche la charge de la matière au point le plus fatigué 
d'une pièce réelle, exposée à fléchir sous l'action d'une 
force de compression supérieure à la limite (1). 
En se servant de l'expression bien connue 

M, Gollignon démontre que la charge R croît très rapi- 
dement dès que la force P surpasse insensiblement la 
valeur (1), et qu'elle peut atteindre très vite les limites 
dangereuses. Gela le ramène à dire, conformément au 



(*) Annales des ponts et chaussées, janvier 1889. 
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résultat de la théorie sommaire, que toute pièce qui com- 
mence à fléchir est, en général, exposée à se rompre. 
• En terminant cet aperçu sommaire, il est à peine utile 
de remarquer que la formule d'Euler(i), ainsi que tout ce 
•qui en dérive , est fondée sur la supposition que la pièce 
comprimée est parfaitement élastique. Cette formule, par 
•conséquent, peut servir à déterminer l'effort de com- 
pression dangereux, tant que la charge qu'il pourrait 
produire par unité de surface est inférieure à la limite 
-d'élasticité de la matière dont se compose la pièce. 

Le module de l'élasticité cessant d'être constant au delà 
•de cette limite, la théorie d'Euler n'est plus applicable , 
-et il faut avoir recours aux expériences et aux formules 
empiriques. Nous nous en occuperons au chapitre II, 
tandis qu'ici, dans les recherches théoriques, nous ne 
considérerons que des pièces parfaitement élastiques. 



^2. — Quatre cas de pièces chargées debout. Cas 
principal. Coefficient de longueur. 

Outre le premier cas considéré par 
Euler, sa théorie s'étend facilement 
aux trois cas suivants de la flexion des 
tiges comprimées par des efforts longitu- 
dinaux, appliqués aux extrémités de leurs 
axes : 

a) Au 2® cas [fig. 1). 

Quand les deux extrémités sont libres, 
l'effort dangereux sera 



(2) 



P.= 






Nous regarderons ce cas comme le cas 
principal. 

b) Au a*' cas {fig. 2). 




Fig. 1. 



s 
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Quand les extrémités de Taxe sont encastrées, on aura 

4EI7C* _ 




(3) 



P.= 



l\ 



c) Au 4" cas {/ig. 3). 

Quand une des extrémi- 
tés est encastrée , tandis 
que l'autre reste astreinte 
à demeurer sur la droite de 
Taxe primitif, on aura 



(4) P4 = 



2.04AEI7C» 




Nous nous abstiendrons ^' 
*' "* d'exposer les déductions de ^^^' ^' 

ces formules bien connues; nous allons seulement les 
transformer pour les rendre plus aptes aux applications. 
En désignant par to la surface de la section transver* 
sale de la pièce ; par r son rayon de giration et par ^ 
la charge de compression dangereuse par unité de sur- 
face, nous aurons 

P = Pco et I = (ùr\ 

En substituant ceci dans la formule (2) du cas princi^ 
palj nous obtenons la valeur suivante de la charge dan- 
gereuse : 



(2t) 



Pi 



= -(O" 



De même, dans les trois autres cas, 



(3i) 
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On peut exprimer toutes ces formules par la formule 
générale 

où le coefficient \i^ a les valeurs suivantes : 

(ia) f*i = 2, 

(3.) 1x3 ^ 0,5 , 

(4j) |x^ = 0,7. 

Nous appellerons ce nombre ji. le coefficient de longueur. 
Ainsi, dans tous ces cas, la charge dangereuse peut 
être calculée d'après la formule du cas principal (2j), en 
y substituant à / la longueur réduite de la pièce , égale 
au produit de sa longueur réelle 4 par le coefficient ji,», 

d'où Ton déduit 

/ 

Le coefficient de longueur représente donc le rapport 
entre les longueurs réelles de deux tiges à sections égales 
qui commencent à fléchir sous les mêmes valeurs de la 
charge dangereuse ^ : la première tige étant placée dans 
les conditions du cas principal et l'autre dans celles du 
cas considéré. 

S 3. — Bases principales de nos recherches. Expression 
de la courbure. Équation différentielle de l'axe fléchi. 

Dans ce chapitre, nous essayerons de déterminer le 
coefficient de longueur pour certains cas de flambement 
qui, jusqu'à présent, n'ont pas encore été étudiés, et qui 
nous semblent avoir une importance pratique. 

Nous ne nous occuperons que de la flexion plane , et 
nous supposerons que les efforts de compression soient 
dirigés suivant Taxe primitif absolument rectiligne de 
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la pièce. Ensuite, dans la note B, nous étudierons Tin- 
fluence d'une légère courbure de Taxe primitif et d'uu 
petit écart entre le point d'application de Teffort et l'ex- 
trémité de Taxe. 

C'est ainsi que nous tâcherons de nous rapprocher des 
conditions réelles dans lesquelles se trouvent ordinaire- 
ment les pièces comprimées, par suite des vices inévita- 
bles de construction et de Timperfection des maté- 
riaux. 

Nous avons pris pour base de nos recherches la loi 
approximative de BernouUi exprimée par Téquation 

Eli = =tM, 

P 

qui n'est exacte que dans le cas d'une verge élastique, 
dont les dimensions latérales sont très petites par rap- 
port à sa longueur. 

En vue de la simplification de l'analyse, il nous a paru 

1 
utile d'exprimer la courbure - en fonction de la longueur 

? 

de l'arc s et de l'ordonnée y. 
On sait que l'on a 

1 da 
p "" ds' 

a est l'angle formé par la tangente avec Taxe des x. 
Mais 

. dy 
a = arc sm -j^ > 
dx 

donc 

i _ ds^ 

En substituant cette équation dans l'équation de Ber- 
nouUi, nous obtenons l'équation différentielle suivante 



:m.J^ 
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de l'axe fléchi d'une verge élastique : 



s 4. — 5' Cas. 

Considérons une tige élastique ab {fig. 4), ayant une 
de ses extrémités [a) encastrée et l'autre ^ 

[b] libre, comprimée par une force longi- 
tudinale, uniformément répartie sur l'axe 
à raison de p unités de poids par unité 
de longueur et dirigée vers l'extrémité 
encastrée. Tant qu'il n'y aura pas enjeu 
d'autres forces ou couples quelconques , 
pouvant occasionner la flexion de l'axe de 
la tige dans une certaine direction plutôt 
que dans les autres, cet axe devra rester 
absolument droit, et ne subira qu'une 
simple contraction de sa longueur. Nous 
négligerons cette insignifiante déforma- 
tion, ainsi que son influence sur la répar- ^>s- *■ 
titioD de la force le long de l'axe, et nous admettrons que 
cette dernière ne cesse pas d'être uniforme, c'est-à-dire 
qu'à chaque élément rf» sera appliquée une force pd<T, 
où p est une constante. 

Supposons qu'une cause extérieure quelconque ait fait 
dévier l'axe de sa direction droite et tâchons de trouver 
la valeur minima du coefficient p indispensable pour que 
l'axe puisse conserver un état d'équilibre curviligne 
après la disparition de cette cause. Plaçons le centre des 
ordonnées rectangulaires à l'extrémité encastrée b, en 
dirigeant l'axe des x suivant l'axe primitif de la tige ab 
et l'axe des y dans le sens de la flexion. 
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Le moment fléchissant au point c, dont les coordonnées 
sont y et x^ est égal à la somme des moments des forces 
appliquées à tous les éléments de Taxe depuis Fextré- 
mité a jusqu'à c. Le moment élémentaire rfM, des forces 
appliquées à un élément infiniment petit de Taxe dv par 
rapport au point c sera 

où >i est Tordonnée du point placé au milieu de Télément 
rfo-, et 0" la longueur de Tare comprise entre ce point et 
l'extrémité encastrée b. 

Le moment M, sera exprimé par la fonction 

Mg = p^ " (rj - y)da = p^ %dp — 'gy{l^ - s). 

En substituant cette expression dans l'équation (II), 
nous trouvons 

(a) P= ^' 



, Il s'agit de déterminer la valeur minîma jt>, pour laquelle 
la flexion de Taxe devient possible, c'est-à-dire au-dessous 
de laquelle son équation se réduit à 

y = const = 0. 

Mais en remplaçant par dans Téquation [a) la fonc* 
tion y et toutes ses dérivées par rapport à 5, nous obte- 
nons pour ji^ une solution indéterminée 



Il en résulte que, pour toutes valeurs du coefficient /j^, 
Taxe peut conserver sa forme droite. Mais, en dehors 
de cet état principal, il existe encore d'autres formes 
curvilignes d'équilibre qui ne coïncident avec l'axe des x 



— la- 
que pour des valeurs particulières p =p^ . On pourra 
déterminer ces valeurs comme des limites vers lesquelles 
tend le deuxième membre de Téquation (a), quand la 
fonction y et toutes ses dérivées tendent vers 0, pour 
toutes les valeurs de s comprises entre et /,. 

,. , as* 

p^ = lira. 



\/^-m'[f>-'<'--'^]).. 



:conatssO, 



0-(^)' 



ou, en développant 1/1 — (zr) selon la formule du bi- 



A 



nome, 



Pj=lim 



['-i(ï)-H^)'--] [/''--"'•-]„ 



La relation graduellement continue entre la force et 
la flèche exige que, pour toutes les valeurs de p qui dé- 
passent la limite p^ d'une quantité infiniment petite dp, 
la fonction y et toutes ses dérivées par rapport à s n'aient 
que des valeurs infiniment petites pour toute la longueur 
de Taxe entre 5 = et 5 = Z,. Il est connu que la limite 
vers laquelle tend le rapport de deux quantités infiniment 
petites tendant vers 0, reste invariable lorsqu'on aug- . 
mente ou diminue ces dernières de quantités infiniment 
petites d'ordre supérieur. Nous pouvons donc, dans l'é- 
quation («), négliger devant l'unité les degrés supérieurs 

de la dérivée -^ qui , pour toute la longueur de l'axe, 

tend vers lorsque p tend vers (*) /?, . 

{*) Gela montre , qu'en général, la valeur minima de Teffort de compression 
capable de produire la flexion de l'axe d'une pièce primitivement droite, peut 
être rigoureusement déterminée, non seulement par Téquation dififérentielle 
exacte de l'axe fléchi, mais encore par toute éqtiation différentielle obtenue 



~ 14 



Il s'ensuit que 



(d) p^ = lira. 



El 



d^ 
ds^ 



J^^nd<J^y[h — s) 



\ yseoutsO. 



Pour déterminer la vraie valeur de la limite (rf), il 
faudrait d'abord intégrer l'équation différentielle 

Si=è[X''-'"-»<'--"]- 

On obtîffltfe P4E la différentiation de cette équation, 



(e) 



ds* EI^** **d< 



En substituant dans l'équation (e) aux variables y et s 
de nouvelles variables 6 et u , reliées aux premières par 
les équations : 



(/) 


e 


dy 

Ts' 






d«e 

ds^ 




(9) 


r 

1 u 


=(f.- 


')■ 


► 


du 
ds ~" 


1 


ide 


d^ du 


t 


1 ds 


d«9 


i d^e 




\ ds 


"" du ds 




/, du^ 


d5* ~" 


" /j du*' 



en ajoutant k Téquation exacte ou en en soustrayant les degrés supérieurs des 
fonctions y, y\ %jf\ etc., k leurs degrés inférieurs, ainsi qu'à toute quantité 
finie. Ceci explique comment Euler, en partant de l'équation différentielle 
approximative, ait pu parvenir. à la solution exacte du problème de la force de 
la colonne. Effectivement, pour ce cas {fig. 1), nous trouvons : 



Pj = lim. 



El 



d.ç« 



L'— V-(^rn 






ysCOlUtaO 



l/=seoDst=0 



C'est k ces considérations, et non pas h 7 heureuse hasard dont parle 
Glebsch, qu'il convient d'attribuer le résultat en question. 



nous trouverons 
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du* *EI 



En faisant 

W § = a». 

nous arrivons définitivement à l'équation différentielle 

Nous avons effectué Tint^ation de cette équation à 
Taide des séries, en employant la méthode connue des 
coejQ^i^its indéterminés, et nous avons trouvé ainsi 
l'intégrale suivante : 

où l'on a : 



il) 



2 Q^ÎH-l|^ln-8 

2d^ 2.3.5.6...(3w — 4)(3n-3)' 



2 ,-TÎn-î ,i8H-î 



1 — ^+ J^^ ?.4.6.7...(3n — 3)(37i — 2) 

Pour déterminer les constantes arbitraires C^ et C„ 
nous avons les conditions suivantes : on voit, par la 
fig. 5, que pour les extrémités libres s = /„ ou d'après (g) 
pour u = Oj le moment fléchissant est égal à 0, et à 
cause de (n) il faut que l'on ait 

Mais d'après (A:), on a 



-7— — Lij -3— -f- tij ■7— 

du ^ du ' du 



d'où Ton déduit 



(-) c/^ + c/^ = o. 
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En dîfférentiant les séries 6^ et 8,, nous trouvons 

\duyif=d"" L^o. 2.3.5,6...(3n — 4)(3n--3)J«=o "" "* 
\du/«=o""L "^-^00 3.4.6. 7...(37i — 3)(37i — 2)J«=o"^ ' 

Donc, pour que Téquation (m) puisse avoir lieu, il faut 

que Ton ait 

C, = o, 

et par conséquent 

(n) easCjOi. 

Or comme 

OÙ f est l'angle formé par la tangente au point G {y, s) 
de la courbe avec Taxe des a:, et comme, d*autre part 
Textrémité b de Taxe est encastrée, nous obtenons 



( 



gK=(.]._ = C,(«,l._ = 0, 



et, d'après (/), 

(0) Ci[l+2l^2.3.5.6...(3n-4)(3ii-.3)J^^- 

Cette équation peut être satisfaite : 
1^) par G, = ou 

2**) par des valeurs de a^ qui annulent l'expression 
entre accolades. 
Dans le premier cas, nous aurons 

8 = et y = 0, 

ce qui correspond à la forme principale droite de Taxe, 
possible pour toutes les Valeurs de a^. 
Dans le second cas, Téquation 

«, 2.3.5,6...(3n — 4)(37i — 3) " ^ 
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montre que la flexion de l'axe devient possible pour 
toutes les racines al^ de l'équation (/>). 

Pour chacune de ces racines, l'équation (e) nous donne 
toute une famille de courbes, représentées par l'équation 
différentielle 

Dans cette famille il y aura toujours une courbe parti- 
culière qui se confondra avec Taxe des x {*). 

Donc, en vertu de {h) et (rf), nous trouvons qu'à chaque 
racine positive «J» de l'équation {p) correspond la possi- 
bilité du commencement de la flexion de l'axe selon une 
nouvelle courbe, outre celles qu'il pourrait affecter pour 
des valeurs de a^ inférieures à la^racine «î». 

Pour toutes les valeurs a* inférieures à la première 
racine positive de Véquation (p), Vaxe n'admet qu'une 
seule forme d équilibre en ligne droite ; il ne peut donc 
pas fléchir. 

La valeur minima, aj , qui peut produire une flexion 
de raxe est égale à la plus petite racine positive de 
r équation (p). 

En calculant cette racine par approximations succes- 
sives, on trouve 

a] = 7,837 

et, en substituant dans (A), 



2iii = 7i 

El ^'' 



,837, 

d'où Ton tire 

_ -_«, El 
Pj = 7,837 -rr . 

En désignant par P, et p, l'effort dangereux agissant 
au point de l'axe 6, et la charge correspondante par 



(*) Pour Ci = 0. 

2 
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unité de surface, uoas aurons 

^ P, = p,/. = 7,837^. 

(S.) P, = 7,838E(^y- 

Les équations (5,) et (Q), nous donnent la valeur Bui- 
vante du coefficient de longueur : 

(5.) c.= -p^ = i,i2.. 

Les formules du 5' cas que nous venons d'établir, 
peuvent servir à résoudre le problème purement théorique 
de la longueur maxima d'une tige élastique verticale, qui 
ayant une de ses extrémités encastrée, peut support» 
son propre poids sans fléchir. En admettant appro^mati- 
vement, que ce poids puisse être représenté par un effort 
uniformément réparti sur toute la longueur de l'axe, et 
en désignant le poids spécifique de la matière de la tige 
par A, et sa longueur maxima par ^u,, nous trouverons 
lùsémeut d'après l'équation (5,) 



= iX„„ = 7,837E 



:=)■• 



(5,) X™ = y7,837E^. 

Cette valeur est ordinairement de beaucoup inférieure 
k la longueur maxima X'„u, d'une pièce élastique, qui, 
ayant une section égale à celle de la tige précédente, et 
■ étant suspendue par une de ses extrémités, peut porter 
son propre poids sans se rompre. Déterminons par 
exemple ^bu et V^» pour une tige de fer à section 
circulaire d'un diamètre de 1 centimètre ; admettant la 
charge de rupture 7=3 toimes par centimètre carré, le 
module d'élasticité £=2 tonnes par centimètre carré, 
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et' i = 0,0077 kilogrammes par centimètre cube , on 
bt)nTé aisément 

tandis que d'après l'équation (5,) 

>m« = 5,03 m. 

Donc, dans ce cas particulier, X„„ est presque 800 fois 
plus grand que X„„. It est évident que ce rapport 
diminue quand le diamètre augmente. 

S 5. — 6' Cas. 

Les formules du cas précédent peuvent être appliquées 
À une tige ab {fig. 5], qui a ses deux extrémités libres, 
et qui est comprimée par des forces uni- 
formément réparties le long de l'axe, sy- 
métrique par rapport à son milieu, et di- 
rigées vers lui. Il est évident que , dans 
■ce cas, chaque moitié de la tige se trouve 
trian dans les conditions du 5' cas, et par 
conséquent on peut appliquer ici les for- 
mules (5), (5,) et (5,) en substituant ^ à /,i 

2f représentant la longueur totale de la tige. 
De cette maiûère on obtient : 



(6,) p, = 3J,3i8E/^j-y, 



Considérons une tige élastique ab [fig. 6), dont une 
extrémité b est encastrée et l'autre a libre, comprimée 



-7 




Fig. 6. 
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par un effort réparti d'une manière continue le long de> 

l'axe et de telle manière, que la chaîna 
qu'il produit par unité de longueur en 
' chaque point croisse proportionnelle- 
ment à la distance entre ce point et. 
l'extrémité encastrée. 

En négligeant , comme au 5* cas , la 
contraction insensible de la longueur de 
la tige, ainsi que rinfluence de cette 
déformation sur la répartition de la 
charge le long de Taxe, nous pouvons 
admettre qu'à chaque élément infiniment 
petit de l'axe rfo* est appliqué l'effort 
longitudinal p^ d^^ où <t représente la 
longueur de Tare, comprise entre le mi- 
lieu de cet élément et l'extrémité encastrée. 

Le moment fléchissant M,, par rapport au point c[s^ y), 
est égal à la somme des moments des forces appliquées 
à tous les éléments de l'axe depuis l'extrémité libre a 
jusqu'au point c. 

En négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, 
nous obtiendrons l'expression suivante pour le moment 
des forces appliquées à un élément infiniment petit de 
l'axe rfo-, par rapport au point c, 

où 71 et <7 représentent l'ordonnée et la longueur dç Tarc^ 
correspondant au milieu de l'élément rfo-. Donc 

(t] - y) ada = p / ri<sd<j-' ^py^ —s*). 

En substituant cette expression dans l'équation (D), nous 
obtenons 



El 



W P = 



d^y 



\A-(i/[X'-^-l»<':-")] 
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Il s*agit} comme dans les cas précédents, de déterminer 

la valeur minima p^ au-dessous de laquelle la flexion de 

Taxe est impossible, c'est-à-dire au-dessous de laquelle 

âou équation se réduit à 

y = const = 0. 

Cette valeur peut être obtenue au moyen de Téquation 
suivante : 

(c) pi=lim 



=liin/— j > 

Pour trouver la vraie valeur de cette expression indé- 
terminée, il sùf&ra d'intégrer l'équation différentielle 
approximative 

g=è[j;''"'»-î»'(i-)]- 

Par la différent iation de cette équation, on obtient 



dV_ip/;/«« \ày 
^^' dA'~2 El V/;""7d** 



En substituant dans cette équation aux variables y 
et s d'autres variables et z/, liées aux premières 
par les relations : 



{9) 



nous trouvons 



__ s du __ i 
""V SI""!;' 
de 1 de d«0 1 d^Ô 
ds " /, da' d** ~" /J du*' 



dM» 2EI* *' ' 



I 






•* 



i 



/ 
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et, en faisant 

nous arrivons définitivement à l'équation différentielle 

Nous avons effectué l'intégration de cette équation par 
les séries, en nous servant d'une méthode analogue à celle 
des coefficients indéterminés, et avons trouvé Tintégraîe 
générale suivante : 

^ Ci6j 4- Cj6,^ 






où A^ et Al, désignent les coefficients des m**""" mem* 
bres des séries 0^ et 6, avec les conditions 

a. = a; = o, Ai = A; = i. 

Pour déterminer les constantes arbitraires G^ et C,^ 
nous avons les conditions suivantes : 

pour * = il faut qu'on ait ^ = 0, 

c'est-à-dire 

pouru=:0 6 = 0, 
ou 

(8)«=o = Cl (ei)u=:o + Ca (ea)„=o = 0. 

Or, d'après l'équation (A), on a 

(ei)u=o = i et (e,)u=o = 0; 

par conséquent 

Ci = 0, 
et en définitive 

« 

(/) 6 = 028,. 



.■^' 



"?S5^ ^^ ""-^^ 

Ensuite, pour Textrémité libre b, le moment fléchis- 
sant M, =0; ce qui, d'après (a), est possible à condition 
qu'on ait 

c'est-à-dire que 

Cette équation peut être satisfaite par 

C,=:0 

ou par 

"" (S)„,=»- 

Dans le premier cas, nous aurons 

e = et y = 0, 

ce qui démontre que Taxe peut conserver la forme droite 
pour toutes les valeurs possibles de a*. Le second cas 
nous prouve que la flexion de Taxe devient possible pour 
toutes valeurs al^ qui sont racines de Téquation (m). 

C'est ainsi que nous arrivons à la conclusion que, pour 
toutes les valeurs a' inférieures à la première racine de 
r équation (m) , il ny a de possible pour taxe qu'une 
seule forme droite d équilibre; il ne peut donc pas fléchir. 

La valeur minima aj , qui peut produire une flexion 
de taxe, est égale à la plus petite racine positive de 
Véquation (m). 

En calculant cette racine par approximations succes- 
sives, nous trouvons 

a\ = 5,125, 
et en substituant dans [h) 



d'où l'on déduit 
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FI 

p, = J0,25 51. 

*7 



En désignant par P, et ^^ Tefifort dangereux an point b 
de Taxe et sa charge correspondante par unité de sur- 
face, nous aurons : 



(7) 



p,= 5,425 E^I). 



Les équations (7) et (II) nous donnent la valeur suivante 
du coefficient de longueur 



(7,) 



[1, = -r= = 1 ,387 A.. 
V^57Î25 



S 7. — 8* Cas. 



On peut étendre les formules du septième cas à une 
X tige ab {fig, 7) se trouvant dans les mê- 
mes conditions que celle du sixième cas, 
mais en admettant que les efforts répartis 
le long de Taxe, tout en restant symétri- 
ques par rapport à son milieu et dirigés 
jjAi, vers lui, produisent une charge de com- 
pression par unité de longueur, non pas 
uniforme , mais croissante proportionnel- 
lement à la distance comprise entre son 
point d'application et le milieu de Taxe. 
Il suffira de substituer dans les formules 

(7), (7,) et (7,), ^7 = ^» où /, représente 

la longueur de la tige, pour arriver aux 
relations : 







:^li 



'- - — ■■ 






(8) 

(8t) 
(8,) 
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P. = 20,5 7^ , 

p, = 20,5 e( 0*1 
jx,î= 0,6938. 



S 8. — 9' Cas. 



Considérons une tige élastique ab [fig. 8) de longueur 
/^, dont les extrémités, tout en 
pouvant pivoter librement dans 
le plan de la flexion, sont astrein- 
tes à rester sur la droite ab qui 
les joint. Admettons que cette 
tige soit soumise à Taction des 
efforts de compression répartis, 
comme dans le cas précédent, 
le long de l'axe, et à une réac- 
tion continue répartie le long 
de Taxe, perpendiculaire à la 
droite ab et dirigée vers elle, 
produisant par unité de longueur 
une charge qui, en chaque point, 
est proportionnelle à sa distance 
de la droite ab. Cette réaction 
est donc une force qui apparaît avec la flexion de Taxe 
et qui tend à le ramener dans sa position primitive. 

En négligeant, comme dans le cas précédent, la con- 
traction insignifiante de l'axe, nous trouverons que, sur 
chaque élément infiniment petit de Taxe rfo* est appliqué 
un effort de compression jDo-ûfo- et une réaction y (8 — Tj)rfo-, 
expressions dans lesquelles p et q sont des constantes, 
et <j, 71, 5 représentent respectivement : la longueur de 
l'arc comprise entre le point et le milieu de l'élément 
dv^ Tordonnée de ce point, et la flèche maxima de Taxe. 




Fig. 8. 
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La résultante des efforts de compression, appliqués 
sur toute la longueur de Taxe entre les extrémités a et 
6, est évidemment égale à 0, tandis que la résultante 
des réactions est égale à 



2R = g^\ (5~^)d<x. 



Cette résultante 2R est équilibrée par les réactions 
appliquées aux extrémités a et 6, et qui les empêchent 
de se détacher de la droite ab. Ces réactions sont évi- 
demment perpendiculaires à ah et égales chacune à 

Il s'agit de déterminer la relation nécessaire entre les 
coeflScients petq, pour que la flexion puisse commencer. 

Plaçons le centre' des coordonnées rectangulaires au 
milieu de Taxe fléchi sans points d'inflexion et dirigeons 
l'axe des x parallèlement à la droite ab ; par raisons de 
symétrie, ce dernier sera tangent à Taxe fléchi de la tige. 

Désignons, pour abréger, la demi-longueur de l'axe de 

1 

la tige par /= - /^ , nous aurons pour un point quelcon- 
que c {s, X, y) 

Or on a 

En substituant (a), {b) et (c) dans l'équation (II), nous 
aurons : 
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+ p I ^rida — py I (jd<J 

AU moment où la flexion commence, c'est-à-dire où 
Taxe fléchi de la pièce se confond encore avec sa direc- 
tion droite primitive y? ?? ;/ ' ;y ' 7» ®* Zft s'annul- 

lent. 

La valeur particulière de q qui satisfait à cette condi- 
tion peut être obtenue en résolvant l'équation {et) par 
rapport à q^ et en déterminant la vraie valeur de l'expres- 
sion suivante : 

El — :=z===+p{y I ^d^—l aif^rfa 



[im 



\ Jq J Jb ;y = eon«t=:0. 

Il faudra d'abord intégrer l'équation différentielle 

+ g#/ ïid(j + (p — g)/ iï<xd<j. 



VsconstsO 
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Par différentiations saccessives nous aurons : 



(3) 
W 



El 






m 



9)^ 



En substituant aux variables y et 5 les nouvelles wi 
riables z et ti, liées aux premières par les relations 



(0 



s du i 

/"**' ds r 



dz 
ds 



1 (22 

l du* 



d^z 
ds* 



Pdu*" 



' ds^ l^ dtt"* 



nous trouverons 



Eld*4r , 1 ,, ,v<î*« o dz , v^ A 

-Fdi? + âP<'-^>di?-^^^3ïï-(P"-«)^=^ 



/* du* 
En faisant 
(m) 



2£ 



j.-a et Ej-o» 



nous aurons définitivement 



in) ^.+a«(l-u«)^-4a«u^+(6«-2a«)z = 0. 



du* 



du^ 



du 



Nous avons intégré cette équation différentielle linéaire 
par les séries et nous avons obtenu l'intégrale générale 
suivante : 



I 



i z = 



z,= 



it«.ln 



Za = 



«• = 



(o) 



z.= 
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Cjri + Cars + CjZj + C^ar^, 

l+Aatt +A,w + J^^^^— (2/1— 3)(2n— 2)(2n— i)2n 
x)A„-i(2n— 3)(2n— 2) + A„-,[c»— (2n— 3)(2n— 2)]j, 

^ + ^2^+^3« +2-„,«^l2n~2)(2n-i)2n(2n + l) 
x|Bn-i(2n— 2)(2n-l)+Bn-,[c*-(2n— 2)(2n-l)]}, 

n«oo"'(2n— .3) (271-^2) (271 — 1) 2n 
xÎDn-i(2n-3)(2w-2) + Dn-si[c«-(2n-3)(27i-2)]{, 

M» + E2W» + 2^^^^— ^2^__2)(2n — 1)2 w (271 + 1) 
xJEn-i{27i— 2)(2n— l) + En-s[c«-(27i— 2)(27i-l)]|, 

jJ^(c^-1.2); A3=-3;|^A,3.4. 



A, =- 



B^=-2:o:5^^^-^-^>^ 



a' 



^2— 1.2.3.4: 



1.2; 



B. = - 



E, = - 



a' 



4.5.6.7 



a^ 



2.3.4.5 



B,4.5. 



2.3. 



a* 



Pour éliminer les constantes arbitraires , nous avons 
les conditions suivantes : 

c'est-à-dire 

Or, comme on a 

on en déduit 
A) En vertu de Téquation (9), on a 



^ 
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c'est-à-dire 

c, («;).=, -I- c, («;).=, + c,(*:).=^ = 0. 

Or, comme 



c,=o. 

c) De l'équation (/), OD fin 

/d^\ _i(dz\ 

c'est-à-dire 

(p) c,(y,).=,+ca*'.).=,=o. 

eQ Enfin, l'équation [h) donne 

\d«*/.=« Ei*Vd*;.=,' 

d'où l'on déduit 

c'est-à-dire 

Les équations (/>) et (^) peuvent être satisfaites de deux 
manières : 
1*» Quand 

C2 = C4 = 0; 

2^ Quand 

La première condition nous démontre que Taxe de la 
pièce peut conserver sa direction droite primitive indé- 
pendamment des valeurs de a^ et de b^ ; la seconde nous 
donne la relation nécessaire entre ces coefficients, pour 
que la flexion de Taxe puisse commencer* 



^Am" 
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Dans la table qui suit, nous donnons les plus petites 
valeurs de ô*, qui, pour des valeurs données de a*, 
annulent l'équation (r). Les calculs effectués par la 
méthode des approximations successives ont été difBi- 



ciles et compliqués; pour 



affVBgÔBnliaft, 2 a 



fallu calculer jusqu'à "niÈgf^^lnàt membres de chaque 
série principale èkée br dérivée. 



Table des racines de réqiiation(r)« 



• -32E1 


5.125 


20 


90 


40 


80 


* 

120 







22,8 


56,3 


162,8 


95i 


2.536,8 



On voit, que ô* = 0, correspond à a' = 5.125 , ce qui 
est bien conforme au résultat du 7* cas. 

L'effort de compression dangereux au milieu de Taxe 
de la tige et la charge correspondante qu'il produit par 
unité de surface s'expriment par les équations : 



(9) 

(9i) 






Des équations (9J et (n), nous tirons la valeur sui- 
vante du coefficient de longueur : 



(h) 



% 



^• = 25 



Pour faciliter l'application, nous avons calculé le coef- 
cient de longueur pour les différentes valeurs de 6*, et 
nous avons rangé les résultats dans la table suivante : 
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Table dei Taleiin da eoefflcient de loni^enr 


m- 


^ 


* -16Bi 





n,8 


56.5 


162,8 


951 


2.536,8 


1C 


0,G9i 


0,351 


0,Î87 


0,248 


0,176 


0,143 



S 9. — 10* Cas. 



Considérons une pièce élastique ao [fig. 9), composée 

de deux tiges cylindriques ah 
et ôo, à axe commun, primiti- 
vement droit ao, à section dif- 
férentes et de différentes lon- 
gueurs /', /", — soumise à l'ac- 
tion des forces de compression 
F,P" et —(F + P"), appli- 
quées aux points a, 6 et o et 
dirigées parallèlement à Taxe 
primitif ; les deux premières 
vers l'extrémité o et la dernière 
en sens opposé. Les extrémi- 
tés û et 0, tout en pouvant pi- 
voter dans le plan de la flexion, 
l' sont astreintes à rester sur la 
droite ao. 

Il s'agit de trouver la valeur maxima des efforts de 
compression qu'une pareille pièce peut supporter sans 
fléchir. La flexion de l'axe la plus simple est celle qui 
s'effectue selon une courbe plane abo ^ sans points 
d'inflexion. Mettons les axes de coordonnées rectan- 
gulaires, comme l'indique la jig. 10 et désignons par I^ 
et I, les moments d'inertie des sections transversales 
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des deux tiges par rapport aux axes menés par les 
centres de gravité, perpendiculairement au plan de la 
flexion. Nous négligeons la contraction insensible de la 
longueur de Taxe. 

Pendant la flexion, le point d'application b de la 
force P'' s'éloigne de la ligne ao k une distance S, tandis 
que les points a et o ne peuvent pas la quitter. 

Dans ces conditions, il devra se produire aux points a 
•et des réactions Q et — Q^, perpendiculaires à ao et 
formant couple. Pour que l'équilibre soit conservé, il 
faut que l'on ait 

Paisant pour abréger 

F , F , P" ,, P" ., 

, Eij-^*' El, ■■^*' m^ ^'' El, ■"^^' 

nous aurons l'équation différentielle de Taxe fléchi de 
la tige ab : 

ic) — ' = ^(a^a — x.n — ajy, 

. ^^rv^^-- 



La relation nécessaire entre les coefficients al et b\ 
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pour que la flexion puisse commencer, s'exprimera par 

a^)| = lim 



Vi 



s/^-m) 



-4'\f^m'- 



4r N/RS"*---X'V-(I:)'-J s.,™- 



= lim r^ - ^ Ifluilil 

L î/t J|yt«eoiist«0* 



Pour déterminer sa vraie valeur, il faut intégrer 
l'équation 

L'intégrale générale sera 

if) —aîyi — ^î T- (^' — *i) = CiSinaiJi + C,cosû,Ji. 

Nous aurons de la même manière pour la tige ot 
r équation différentielle 

a*j *io *io 

dont rintégrale générale est 

(9) ^2 7- *2 -" c*ya = ^i sin(?*2 + D, cosc^i. 

Pour éliminer les constantes arbitraires Cj,G„Dj et D„ 
et la quantité 8, nous avons les conditions suivantes : 



1) 


pour 


Si = l', 


yi-O; 


2) 


— 


«4=0, 


yi = 8; 


3) 


— 


*t = 0, 


yi-O; 


4) 


" — 


* — l" 


y. = 8; 



5) (élà\ t= (^\ 
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Des quatre premières, nous tirons : 
G, = — Citgai/', 

^^- /,otga,r '' 

D, = 0; 
après quoi la cinquième nous donne délBnitivement 

^^"^ a; atgci/' ""c*"*" ctgcr' ' 

Etant posé 

{h) 5^=P, ÎJ = T et ^ = A, 

nous pouvons trouver la plus petite racine positive cl' 
de l'équation (10). 

Or, d'après {b) et (A), on a 






d'où résultent la valeur de l'effort de compressîoja dan- 
gereux agissant sur la tige do, et la charge correspon- 
dante par unité de surface: 

(10) p.+p. = p,. = E..i£i:ig»±il!, 

et le coefficient de longueur est 



(lOj) {Aïo = 



cir{h+i) 



Les semelles comprimées des poutres métalliqaefr se 
trouvent souvent dans les condition& du cas co^aîciéré 
par rapport à la flexion dans le plan perpendiculaife à 
celui de la poutre ; à savoir, quand parmi trois noeuds 
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consécutifs, les deux extrômes sont fixés aux autres 
parties de la construction, tandis que celui du milieu 
reste libre. 

Ordinairement A := 1 et les coefficients p et y varient, 
le premier entre 1 et 3 et le dernier entre 1 et 2. Pour 
faciliter l'application, nous avons calculé les coefficients 
de longueur d'après les équations (10') et (10,) pour A = 1 
et pour les différentes valeurs de P et y, comprises entre 
les limites indiquées. 

Ils sont rangés dans la table suivante, dont on pourra 
se servir à Taide d'interpolations. 

Table des coefficients de longueur \l^q pour A = 1. 





1,00 


1,25 


p/4_p// 
p// 

1,50 


= P = 




3,00 


1,75 


2,00 


1 

1 


1,00 


1,00 


0,95 


0,91 
0.97 


0,89 


0,87 


0,82 


1,25 


1,06 


1,005 


0,94 


0,915 


» 


^'- 


1,50 

- 


1,12 


1,06 


1,02 


0,99 


0,96 


» 


[ 1.75 


1,18 


1,11 


1,07 


1.04 


1,005 


» 


\ 
1 


2,00 


1,2-4 


1,16 


1,12 


1,08 


1,05 


» 



§ 10. — il* Cas. 

Considérons une poutre à treillis sans montants verti- 
caux {fig. 10), se composant de deux bandes parallèles et 
de deux systèmes de diagonales symétriquement inclinées 
par rapport à la verticale et s'entre-croisant chacune en 
W'pbînts intermédiaires. 

Supposons que toutes les diagonales du premier sys- 
tème 6„ «^+4, *n-i«n+3) M alout dos sectious égales «o, 

et soient comprimées par des efforts égaux P, tandis que 
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celles du second système, ayant des sections égales co^ , 
soient tendues par 
des efforts égaux Q. 
Admettons en- 
suite : 

1** Qu'il existe des 
articulations parfai- 
tes à tous les points 
d'intersection et aux 

extrémités des dia- ^'^'^ ^^^^^ ^"* ^ ^^«^i ^+2 ^/t*» 
gonales; *^- *^- 

2*" Que les contacts de leurs axes aux points d'inter- 
section soient conservés pendant la déformation ; 

3® Qu'enfin les extrémités des axes soient astreintes à 
demeurer dans le plan primitif du treillis. 

Il s'agit de déterminer la valeur minima P„ de l'effort 
de compression P, capable de produire la flexion des dia- 
gonales dans des plans normaux au treillis, occasionnant 
le flambement de ce dernier. Le flambement le plus 
simple et en même temps le plus facile à produire est 
celui dans lequel les axes de toutes les diagonales, tout 
en restant parallèles , fléchissent d'après les mêmes 
courbes planes et symétriques, sans points d'inflexion. 

En négligeant l'allongement des diagonales tendues 
et la contraction des comprimées, nous trouvons que 
les V points d'intersection et les deux extrémités de 
chaque axe courbé d'un système de diagonales, ainsi que 
les V + 2 points correspondants de chaque axe courbé 
de l'autre système, sont disposés d'une manière absolu- 
ment identique par rapport aux axes droits primitifs. 

Ces points seront soumis : sur l'axe d'une diagonale 
tendue aux pressions des diagonales comprimées; sur 
l'axe d'une diagonale comprimée, aux réactions des dia- 
gonales tendues respectivement égales et opposées aux 
premières. 
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Si, par conséquent, nous superposions l'axe courbé 
d'une diagonale comprimée et celui d'une diagonale ten- 
due, nous pourrions les faire coïncider aux deux points 
extrêmes et aux v points d'intersections intermédiaires. 

Dans le cas considéré de petites déformations, tous les 
autres points correspondants des deux axes superposés 
ne pourraient être sensiblement éloignés les uns des 
autres. Nous pouvons donc admettre que ces deux axes 
coïncideront non seulement aux v + 2 points indiqués, 
mais sur toute leur longueur, et qu'en même temps, les 
actions et les réactions réciproques, au lieu d'être appli- 
quées aux points d'intersections, seront réparties d'une 
manière continue sur toute la longueur des axes. 



f,-,^.^^Ji 





do i^-4-f^^^ 



Fig. 11. 

La première partie de la /ig. 11 représente le demi- 
axe fléchi d'une diagonale comprimée, la seconde celui 
d'une diagonale tendue. 

Prenons pour axes des x les directions primitives des 
axes des diagonales, et pour axes des y les perpendicu- 
laires menées par les points dans les plans de la flexion. 
La diagonale comprimée est soumise à l'action de l'effort 
P, appliqué à l'extrémité b et dirigé parallèlement à l'axe 
des a?, à la réaction des diagonales tendues, parallèle 
aux ordonnées y, que nous avons admise comme répartie 
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é. raison de /(y) par- unité de longueur, et à la réaction 



'X 



La diagonale tendue est soumise à l'effort Q appliqué à 
son extrémité d, parallèle aux abscisses, à la pression 
des diagonales comprimées / (y) par unité de longueur et 



'i 



axes 



de ces deux diagonales doivent fléchir, suivant les mêmes 
courbes, dont les équations différentielles sont : 

El ri 'il ri'" 

^ =-Q(8-y) -^(œ.^x) \ f(y)ds+ / (Ç-a:)/(iî)da. 
P Jo Js 

En ajoutant ces deux équations, nous trouvons 

E(I + f,)i = (P-Q)(S-y). 
P 

Cette équation est identique à celle d'Euler, et, par 
•conséquent, nous pouvons en déduire que la flexion com- 
mence quand on a 

*'ii — U = 72 • 

L'effort dangereux et la charge par unité de surface 
•correspondante seront : 



(il) p.. = Ei.'A + î^+lr^\. 



•2 
"Il 



(11.) p,.=E..(i+^+|/^)(^y. 

Nous pourrons, de la même façon, déduire les valeurs 

critiques Fh etp'n pour une même poutre à treillis, mais 

•^n supposant que les diagonales soient comprimées dans 
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les deux systèmes, c'est-à-dire que les efforts Q agissent 
dans une direction opposée à celle qu'ils avaient dans le 
cas précédent : 

A + L^QiL. 

(il'.) p:. = E.'(l + ï-'|è)(fJ. 

Il est évident que le coeflBicient de longueur s'expri- 
mera dans les deux cas par la formule 



v/..^ 



± Uiîi 



EIti^ 



dans laquelle on adoptera les signes + ou — , selon que 
la force Q produira une tension ou une compression. 

A Taide de ces formules, on peut résoudre approxima- 
tivement la question du flambement du treillis symétri- 
que sans montants verticaux, à condition que, dans cha- 
que système , toutes les diagonales , ayant les mêmes 
sections, soient soumises à des efforts égaux. Or, comme 
ces deux conditions ne sont réalisées que dans des cas 
exceptionnels, il semblerait que ces formules ne peuvent 
pas être appliquées d'une façon générale. Il est évident 
cependant que, si nous supposons les v diagonales qui 
s'entre-croisent avec une diagonale comprimée, comme 
ayant des sections égales, et tendues par des efforts égaux 
à ceux de la plus faible d'entre elles, c'est-à-dire de celle 
qui opposerait la plus petite résistance à la flexion de la 
diagonale comprimée, nous admettons pour cette der- 
nière des conditions plus défavorables qu'elles ne le 
sont en réalité. 

Si, au contraire, nous substituons aux v diagonales 
s'entre-croisant avec la diagonale considérée la plus 
forte d'entre elles, nous plaçons celle-là dans des condi- 
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tions plus favorables. Ainsi, quoique la théorie exposée 
ne puisse nous servir à déterminer exactement la com- 
pression maxima qu'une diagonale peut supporter sans 
fléchir, elle nous donne toutefois les limites entre les- 
quelles est comprise la valeur réelle de cette com- 
pression. 

Dans l'application, on pourra toujours se contenter de 
la limite inférieure. 

Les considérations précédentes ont pour base la sup- 
position que les actions et les réactions réciproques des 
diagonales, au lieu de n'être appliquées qu'aux points 
d'intersection , sont réparties d'une manière continue 
sur toute leur longueur. 

Gomme cette supposition n'est pas conforme à la réa- 
lité, il est indispensable d'en déterminer l'influence sur 
la valeur du coefficient de longueur. Il est évident que, 
toutes les autres conditions étant égales , l'erreur sera 
d'autant plus grande qu'il y aura moins de points d'in- 
tersection et, par conséquent, sa plus grande valeur 
correspondra à v= 1. 

Dans la note A placée à la fin de ce mémoire, nous dé- 
duisons des formules rigoureuses pour des poutres à 
treillis quelconques, à une et à deux intersections, et, en 
les comparant avec les formules approximatives exposées 
ci-dessus, nous prouvons que la différence entre les unes 
et les autres serait insignifiante, dans le cas, où 



et 



o<li<|l, 



0<Q<^Pn, 



V^^ désignant l'effort dangereux déterminé d'après les 
formules (11) et (110. 

C'est à ces limites qu'il faudrait borner l'extension de 
la formule (11,). 
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Il est indispensable d'ajouter qu'on ne pourra appli- 
quer la formule (11,), qu'autant qu'elle donnera la valeur 

du coefficient de longueur a > — —-p, car, dans le cas 

* V + 1 

contraire, l'axe de la diagonale considérée pourrait fléchir 
d'après une courbe 'ondulée, où la longueur de l'onde 
serait égale à la distance de deux points d'intersection 
voisins : 

par conséquent, le coefficient pt ne devra jamais être 

1 

inférieur à — r-^* 
V + 1 . 

Nous n'avons considéré ici que des treillis à diagonales 

à axes rectilignes, et soumises à des efforts bien centraux ; 

dans la note G, nous essayons d'apprécier l'influence de 

l'excentricité des efforts sur la résistance aux flambe- 

ments. 



S 11. — n^ Cas. 

Considérons un cas plus général, celui d'une poutre à 

treillis {/ig. 12) dis- 
symétrique, se com- 
posant de deux ban- 
des parallèles, et de 
deux systèmes de 
barres inclinées dif- 
féremment par rap- 
port à la verticale 
et s'entre-croisant 
chacune en v points 
intermédiaires. 

Supposons que toutes les barres du premier système 
présentant une même longueur /,, et la même section o), 




^-» Oai-a ^ti. %i ^1*1 ^11*2, 

Fig. 12. 



<ln*s 
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soient comprimées par des efforts égaux P, tandis que 
celles du second système, ayant des longueurs égaler 
/'i2 = m/j, et des sections égales co^, soient tendues par 
des efforts égaux Q. 

Admettons ensuite, comme dans le cas précédent: 

1^ Qu*il existe des articulations parfaites à tous les 
points d'intersection et aux extrémités des barres ; 

2® Que les contacts de leurs axes aux points d'inter- 
section soient conservés pendant la déformation ; 

3^ Enfin que les extrémités des axes soient astreintes 
à demeurer dans le plan primitif du treillis. 

Il s'agit également de déterminer la valeur minima P^, 
de Teffort de compression capable de produire la flexion 
des barres du premier système dans les plans normaux 
au treillis, et d'entraîner le flambement de ce dernier. Ici 
aussi le flambement le plus simple et qui se produira le plus 
facilement aura lieu quand les axes des barres de chaque 
système, tout en restant parallèles, fléchiront d'après 
les mêmes courbes planes et symétriques sans points 
d'inflexion. 

En négligeant l'allongement des barres tendues et 
la contraction des barres comprimées, nous trouvons 
que Taxe fléchi d'une barre comprimée, ainsi que celui 
d'une barre tendue, ont leur v points d'intersection 
et leurs extrémités à des distances respectivement 
égales du plan primitif du treillis. Ces points divisent 
les axes des barres en parties égales, dont la longueur 

est pour les barres comprimées — 77T' ^^ P^^^ ^^s bar- 
res tendues — -^« Ces points seront soumis, sur Taxe 

V + 1 

de la barre tendue, aux pressions des barres compri- 
mées, et sur l'axe de la barre comprimée aux réactions 
des barres tendues, réciproquement égales et opposées 
aux premières. 
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Dans le cas considéré de petites déformations, nous 
pouvons admettre que ces actions et réactions réci- 
proques, au lieu d'être appliquées aux points dlnter- 
section, seront réparties d'une manière continue sur 
toute la longueur des axes, et que non seulement les 
y + 2 points indiqués de chaque axe, mais aussi tous les 
autres points, situés sur les lignes parallèles aux 
bandes, seront disposés à des distances respectivement 
égales du plan primitif du treillis. 
La première partie de la fig. 13 représente le demi- 
axe fléchi d'une barre 
p X comprimée ; sur la se- 

conde partie , on a fi- 
guré celui d'une barre 
tendue. Disposons les 
axes des coordonnées 
rectangulaires comme 
dans le cas précédent , 
\ iSi et désignons respecti- 
vement par X, y, s et 



/(T^^4cr'-r 




■^■) i^ 




I • 



X 



Fig. 13. 



les coordonnées et les 
longueurs des arcs 
des deux courbes con- 
sidérées. 

Le demi-axe d'une barre comprimée est soumis : 1® à 
l'action de l'efifort P; 2® à la réaction des barres tendues, 
parallèle aux ordonnées y, et répartie à raison de f (y) 
par unité de longueur, et à la réaction R de la bande 
appliquée à l'extrémité b et ayant pour expression 



-r'". 



f(y)ds. 



Dé même, le demi-axe de la barre tendue est soumis à 
l'effort Q, à la pression des barres comprimées, répartie 



--- - 
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1 
à. raison de fiVx) P^r unité de longueur, et à la 

réaction R de la bande, appliquée à l'extrémité b et 
s'ezprimant par 






Les équations différentielles des deux axes fléchis 
seront : 



.^8 

+ 



r/('>aV'-©)--]-. 



El/ 



[2!^! "1 Ji, 



-=x^"-'[/:\^^^''">- 



Il est évident, comme il ne s'agit que de déterminer la 
yaleur minima de Teffort qui peut produire la flexion, 
que nous pourrons négliger devant l'unité les carrés des 
fonctions 

m'- i^j' m'' fê)' 

«t arriver ainsi aux équations 



Mais 



d'où résulte 
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5| = ms et 9| = m^y 



dt/x dy ds 1 dy 

ds^ ds dSi m d7' 



ds\ fn'd**' 

Par conséquent 



4 ri'î» /•»'« 



En ajoutant ces deux équations, après avoir multiplié 
la première par w, nous trouverons 

Il en résulte que la flexion commence quand on a 



m 



•il 



L'effort dangereux et la charge seront : 

(12) P..^EI.«\ ^ m»l^mE\. > 

(12.) p, = E..(l+A_ + -M^)(i.y 

Si les efforts Q agissaient dans une direction opposée à 
celle qu'ils avaient dans le cas considéré, nous trouverions 
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aisément : 



(12'.) p'., = E«(i + A.-^)(i-)'. 

Le coefficient de longueur s'exprimera dans les deux 
cas par la formule 



(42,) jiia = 



V 






dans laquelle on adoptera les signes + ou — selon que 
la force Q produira une tension ou une compression. 

Dans Tapplication il faudra substituer aux valeurs I^ 
et Q, les valeurs relatives à celle des barres s'entre- 
croisant avec la barre considérée qui opposera la moindre 
résistance au flambement du treillis, c'est-à-dire à celle 
qui donnera la plus grande valeur pour (Aig. 

Il est évident que, pour les mêmes raisons qu'au cas 

1 
précédent, il faut que [Xu > . . 

Nous considérons comme indispensable de remar- 
quer que la formule (12,) n'est applicable qu'autant 
que 0,5 < m < 2. Hors de ces limites, les formules 
approximatives donnent des résultats sensiblement dif- 
férents de ceux des formules exactes exposées dans la 
note A. 



CHAPITRE II. 

EXPÉRIENCES (*]. 

S 12. — Expériences antérieures. 

En passant au chapitre des expériences, il faut d'abord 
remarquer que, si la plupart des renseignements obtenus 
par cette voie avant l'année 1880 furent, il est vrai, d'une 
certaine utilité pratique, ils n'ont eu guère d'importance 
pour la Bcience, par défaut de précision. L'impossibilité de 
définir l'excentricité de l'effort de compression, la figare 
primitive de l'axe de la pièce et les conditions dans les- 
quelles se trouvaient ses extrémités, privait ces expé- 
riences de toute valeur scientifique, et ne permettait pas 
de s'en servir pour vérifier la théorie. 

Nous ne nous arrêterons pas ici aux expériences trop 
connues de Hodgkinson avec le fer et la fonte, lesquelles 
jusqu'à ces derniers temps, avaient servi de base à tant 
de formules empiriques; nous remarquerons seulement 
que celles des expériences qui concernaient la flexion 
produite par les efforts de compression supérieurs & la 
limite d'élasticité de la matière des pièces essayées, ont 
mené à tort certains ingénieurs à considérer la théorie 
d'Ëuler comme fausse en général. Il a été indiqué au 
chapitre précédent que la formule suppose des corps 
parfaitement élastiques ; elle ne saurait donc être appli- 
quée aux pièces réelles que dans le cas où la charge 

(*) Nons n'eismîaerons Ici que les eipérïences faites ayec le fer et l'acier 
doux, en laisssnt de cûté Is queitlon de la risistsnce au flambemeut des autres 
matérisus, qui jusqu'ï présent n'est pas encore suffisamment éciaircie. 

Notons aussi qne dernliremcat H. Tetmayer a fait de très importantes eipé- 
rïences sTee des pièces de bois bd laboratoire de l'École poljiecluiiqae de 
Zuricb. 
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'dangereuse ne dépasse pas la limite d'élasticité. Cette 
dernière condition n'est satisfaite que pour des pièces 
<lont la longueur est considérable par rapport à leurs 
dimensions latérales. Dans le cas contraire, les pièces 
<îommencent à fléchir sous des charges qui altèrent le 
module d'élasticité et , par conséquent , ne se prêtent 
pas à l'application de la formule d'Euler. 

B'autre part, le désaccord entre les expériences de 
Hodgkinson et la formule d'Ëuler, même dans le cas où 
la charge dangereuse calculée d'après cette formule 
serait inférieure à la limite d'élasticité, s'explique par 
•ce fait, que les extrémités des pièces dont se servait 
Hodgkinson étaient plates ou arrondies, et ne pouvaient 
pas tourner librement pendant la déformation, comme 
le suppose la théorie. 

Or, il faut remarquer, qu'en général, les expériences 
-concernant la flexion des pièces à extrémités plates, ne 
sauraient avoir de sérieuse importance au point de vue 
scientifique, étant donné que les conditions dans lesquelles 
se trouvaient les pièces par rapport à la manière d'appli- 
cation des forces de compression, ne sont les mêmes 
<[u'en apparence. 

En effet, quelle que soit la précision de l'ajustage des 
extrémités plates de la pièce sur les plaques de la presse, 
la répartition de l'effort sur leur surface de contact 
^esse d'être uniforme à la moindi*e flexion de l'axe qui 
«e produit dès le commencement même de la compres- 
43ion. Le point d'application de la résultante des efforts 
ise déplace vers le côté convexe de la pièce, et il se 
produit une excentricité plus ou moins considérable, qui 
dépend de la forme de la section transversale et qui varie 
en même temps que la flèche. Les pièces à extrémités 
arrondies étaient également dans des conditions impos- 
sibles à définir, et qui varient avec la dureté des maté- 
riaux et le raypn des bases. 

4 
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M. Considère, dans son mémoire sur la Résistaiice de^ 
pièces comprimées, présenté au Congrès international 
des procédés de construction en 1889, remarque que le 
côté faible des expériences de Hodgkinson, Marshall, etc. , 
résultait de ce qu'ils se servaient de pièces à bases 
plates ou arrondies (*). C'est à l'excentricité qui devait 
toujours se produire dans de semblables conditions, que 
M. Considère attribue l'impossibilité de faire concorder 
ces expériences avec la théorie qui conduit à admettre 
la rupture de la pièce sous une charge très voisine de 
celle qui produit la première flèche. 

Pour se donner une idée claire de la diversité des don- 
nées obtenues des expériences faites sur des pièces à bases 
plates, nous avons représenté dans la fig. 1, Planche 
page 364^'% les résultats des expériences faites dernière- 
ment en Amérique, ainsi que les résultats trouvés par 
MM. Baushinger et Tetmayer, en Europe. On a porté 

comme abscisses les rapports -, et comme ordonnées 

les valeurs correspondantes des charges dangereuses,, 
exprimées en tonnes par centimètre carré de surface - 
transversale. Il suffit d'un coup d'œil sur la /îj. 1 pom- 
se convaincre de l'impossibilité d'exprimer par une loi 
empirique quelconque des données si diverses. 

La fiff. 1 nous montre en même temps l'erreur que Ton- 
commettrait en voulant attribuer une valeur aux for- 
mules empiriques, fondées sur quelques expériences 
faites avec des pièces à extrémités plates. Pour n'en 
donner qu'un seul exemple, nous avons désigné sur 
cette figure par le signe ® les résultats des expériences 
faites en Amérique par M. Strobel pour déterminer la 
résistance au flambement des pièces rivées enfer"T_, 



(*) Les pièces expérimentées par M. Marshall avaient 1 pouce carré de sec- 
tion et étaient articulées au moyen de broches de 1 pouce Vs ^^ diamètre- 
{Bulletin des ingénieurs civils américains, 1887, Août). 
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comme Tindique la figure. Ces pièces ont été employées 
dans la construction du pont du chemin de fer Ghicago- 
Milwaukee-Saint-Paul, sur le Mississipi. M. Strobel a 
employé pour ses expériences quinze modèles différents à 
sections semblables à celles des pièces de la construc- 
tion, mais ayant des dimensions moindres. Se fondant 
sur les résultats obtenus par ses expériences, il a exprimé 
la charge dangereuse par unité de surface au moyen des 
deux formules suivantes : 

a) pour - < 90, p = 2,46 tonnes par centimètre carré; 

6) pour - ' P = 3,23 — 0,0088 - tonnes par centim. carr. 

Ces formules, représentées graphiquement sur la 
fig. 1 par deux droites ABC, se rapprochent suffi- 
samment des résultats des expériences de M. Strobel et 
s'éloignent considérablement de ceux des autres expéri- 
mentateurs. Il parait que l'excentricité de l'effort , qui 
se produit toujours dans les pièces à bases plates, dépend 

non seulement du rapport -, mais aussi de la figure et 

des dimensions des sections transversales. 

Mais, si les expériences faites avec des pièces à bases 
plates ne peuvent nous fournir aucune indication sur la 
relation qui existe entre Teffort dangereux et les dimen- 
sions de la pièce, sur quoi peut-on se guider alors dans 
les. calculs des pièces comprimées dans une construction, 
dont les exti^émités se trouvent ordinairement dans des 
conditions presque impossibles à définir? Nous reviendrons 
sur cette question dans le chapitre suivant; en attendant, 
nous passerons aux récentes expériences des éminents 
ingénieurs MM. Bauschinger, Tetmayer et Considère, 
concernant la résistance des pièces comprimées en fer 
et en acier doux , à bases réalisant autant que possible 
les conditions des extrémités libres. 



— 52 — 

S 13. — Expériences du professeur Bauschinger. 

M. le professeur Bauschinger fiten 1886, au laboratoire 
de Munich, une série d'expériences, concernant la flexion 
des barres en fer forgé à section simple T, double LU, 
et celle des cornières. Il en a publié les résultats dans 
Mittheilungen aus dem Mechanisch-Technischem Labo- 
ratorium der K. Technischen Hochschule in Mûnchen., 
15 Heft, 1877. 

Le cadre restreint de notre mémoire ne nous permet 
pas de communiquer en détail tous les résultats de ces 
intéressantes expériences, que l'on pourra trouver dans 
l'ouvrage indiqué. Notons seulement que M. Bauschinger 
a réuni dans son compte rendu, les résultats obtenus 
pour quarante-deux barres, dont vingt-neuf ont été munies 
à leurs extrémités de bouts coniques en acier, fortement 
assujettis à la barre, et pouvant pivoter librement dans 
des coussinets creux en acier, fixés aux plaques de la 
presse. En faisant coïncider exactement les axes des 
bouts coniques avec ceux des barres à essayer, M. Bau- 
schinger amenait ces derniers à un état très proche des 
conditions théoriques du cas principal. Les treize autres 
barres avaient des bases plates, perpendiculaires à leurs 
axes, et bien assujetties aux plaques de la presse. Il a 
déterminé pour chaque pièce à essayer le module et la 
limite de l'élasticité, ainsi que la résistance à l'écrasement 
par simple compression. 

Voici les principales conclusions de ces expériences : 

1* Au commencement même de l'essai, dès que l'effort 
de compression atteint une valeur sensible, il se produit 
une flexion élastique, qui. augmente en même temps que 
cet effort. M. Bauscjûnger en attribue la cause à l'homo- 
généité incomplète de la matière dont se compose la pièce, 
et à l'impossibilité d'attrâidre la forme absolument rec- 



— 53 — 

tiligne de soa axe, ainsi qu'à rimpossibilité d*éviter 
entièrement l'excentricité de l'effort de compression. 
Mais, en général, cette flexion est peu sensible, sa direc- 
tion est fortuite et ne coïncide pas toujours avec le plan 
perpendiculaire à Taxe correspondant au plus petit 
moment d'inertie de la section transversale ; 

2® Quand l'effort atteint une certaine limite, il se 
produit immédiatement une flexion considérable dans le 
plan indiqué. Quoique la pièce ne s'effondre pas immé- 
diatement, la flèche croît rapidement dès la moindre 
augmentation de Teffort et la pièce perd ainsi toute sa 
stabilité. M. Bauschinger appelle cette limite Veffort 
d effondrement ; 

3** Les expériences faites avec des barres munies des 
bouts coniques ont prouvé que la formule d'Euler ne 
peut servir à déterminer l'effort d'effondrement, qu'autant 
que la charge par unité de surface ne dépasse pas une 
certaine limite, probablement celle d'élasticité. 

En dehors de cette condition, l'effort réel d'effondre- 
ment est inférieur à celui que donne la théorie d'Euler ; 

4® La formule bien connue de Rankine (Schwartz) 

T 

P = 77V' 

OÙ l'on admet le coefficient a du fer forgé comme 
constant et égal à 0,00009 (*), ne nous donne pas des 
résultats qui s'accordent avec les expériences ; 

5** M. Bauschinger trouve, eh général, que, quand il 
s'agit de barres à extrémités pointues et quand la limite 
d'élasticité n'est point dépassée, les valeurs de l'effort 
d'effondrement obtenues directement par les expériences 
s'accordent mieux avec la formule d'Euler qu'avec les 
formules empiriques. 

(*) En Russie, on admet a = 0,00008. . 
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Nous avons réuni dans les deux tables qui suivent, les 
résultats principaux des expériences de M. Bauschinger, 

à savoir les rapports - et les valeurs correspondantes 

de la charge d'effondrement p, exprimées en tonnes par 
centimètre carré. Ces valeurs numériques sont portées 
sur les fig. 1 et 2. 

Table des résultats des expériences faites par le professeur Bauschinger 
sur des barres en fer forgé à bouts coniques. 
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r 
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49,53 


2,564 


105,59 


1,662 


134,7 


1,105 


216,87 


0,36 


230,07 


0,47 


57,24 


3,475 


107,17 


2,063 


lri5,94 


0,95 


218 


0,378 


239,78 


0,465 


59,14 


3,035 


115 


1,036 


162,34 


0,963 


218 


0,378 


?46,9 


0,271 


65,48 (*) 1,374 


121,25 


1,816 


169 


0,517 


218 


0,379 


315,9 


0,494 


67,44 1,87 


126,91 


0,95 


175,18 


0,824 


218 


0,389 


369,05 


0,111 


76,48 2,442 


133,7 


0,90 


191,8 


0,564 


218 


0,379 


» 


w 


(*) M. Bauschinger remarque que cette expérience n'a pas 


> réussi. 



Table des résultats des expériences faites par le professeur Bauschinger 
sur des barres en fer forgé à extrémités libres. 
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r 
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P 


34,15 

57,5 

67,4 


3,301 
2,9o7 
2,836 


79,1 

84,37 

107,86 


2,697 
2,63^ 
2,263 


115,7 
112,5 
117,35 


2,355 
2,140 
2,436 


165,4 
166,7 


1,522 

1,825 

» 


230,4 
241,3 

N 


1,416 
0,655 

» 



Le côté faible des recherches de M. Bauschinger con- 
siste principalement dans le nombre peu considérable de 
ces expériences qui. vu les diverses sortes de fer dont il 
se servait, donnèrent des résultats très variés. 

§ 14. — Expériences du professeur Tetmayer. 

Dans les Mittheilungen der Anstalt zur Prûfung der 
Baumaterialen am eigen, Polytechnicum in Zurich^ 1890, 
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■n 
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le professeur Tetmayer (*) a publié, entre autres, le 
-compte rendu de. nombreuses expériences faites sur la 
résistance des pièces comprimées en fer soudé de deux 
•qualités différentes et en fer fondu à profils laminés ou 
rivés. La plupart des barres soumises à ces expériences 
avaient leurs extrémités munies de bouts coniques et se 
rapprochaient, par conséquent, des conditions théoriques 
-des barres à extrémités libres. 

Sans nous arrêter aux détails de ces expériences, effec- 
tuées d'une manière très précise, et qu'on pourra trouver 
dans l'ouvrage indiqué, nous ne nous occuperons ici que 
des résultats suivants, comme ayant un rapport direct 
-avec notre mémoire : 

1** Quand le rapport - dépasse 

r 

a) pour le fer fondu, - > 105 ; 

h) — soudé, -> 112,5; 

Tefifort d'efifondrement suit la loi d'Euler et, par consé- 
quent, la formule (2) donne, dans les limites indiquées, 
4es résultats très approchés de ceux des expériences ; 

2® Pour - compris entre les limites 

T 

a) pour le fer fondu, 20,4 < - < 105; 
h) — soudé, 18,5 < - < 112,5 ; 

la loi d'Euler n'est plus applicable. L'effort dangereux, 
dans les limites indiquées, peut être exprimé avec une 
•exactitude suflSsante pour l'application par cette simple 
formule empirique 

(*) L^édition française de cet ouvrage important a paru dernièrement. 
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M. Tetmayer a calculé pour les coeflScîents numériques 
a et b les valeurs suivantes , exprimées en tonnes par 
centimètre carré : 

a) pour le fer fondu, jJ = J|^;;^^. 

,. , , ( a := 3,03, 

b) - soude, j ^ ^ ^ ,,,3^ 

Au-dessous des limites indiquées pour - j cette formule 

empirique n'est plus applicable, ce qui, du reste, n'a pas 
d'importance sérieuse dans l'application ; 

3® Il est impossible d'exprimer l'effort dangereux en. 

fonction de - par une seule formule empirique générale» 

applicable aussi bien au-dessus qu'au-dessous de la limite 
d'élasticité ; aussi la formule généralement usitée de Ran- 
kine (Schwartz) à coefficient constant pour toutes valeurs 

- n*est pas d'accord avec les expériences. Cette formule 

ne devrait être appliquée qu'en dehors des limites d'élas- 
ticité, c'est-à-dire en dehors des limites où la formule 
d'Euler peut s'appliquer; et, même dans ce cas, le coef- 
ficient a est une quantité variable et fonction de - ; 

4® M. Tetmayer trouve que la résistance des pièces 
rivées en fer soudé n'est pas inférieure à celle des pièces 
laminées, mais à condition 

à) que la distance entre les rivets ne dépasse pas 55 centimètres; ^ 

b) que les rivets remplissent complètement les trous; 

c) que l'afiFaiblisement de la section par la rivure ne dépasse pas^ 

12 p. 100. 

Le fer fondu est moins avantageux que le fer forgé 
quanta cette dernière condition; c'est pourquoi M. Tet- 
mayer conseille de ne pas négliger l'affaiblissement de 
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la section, dès qu'il surpasse 10 p. 100 de la surface 
entière. 

Dans les tables ci-dessous, nous avons réuni les va- 
leurs - et celles de la charge dangereuse correspondante, 

obtenues par les essais de M. Tetmayer; nous avons 
porté ces données numériques respectivement sur les 
/îy. 1, 2 et 3, Planche page 364^". 

I. — Table des expériences faites par H. Tetmayer snr des barres 
en fer sondé de Wendel à bouts coniques. 
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/ 31,6 


2,54 


71,2 


1,98 


95,3 


1,86 


135,0 


1,17 


191,8 


0,51 


35,4 


2,37 


71,9 


2,14 


96,7 


1,81 


135,0 


1,09 


198,0 


0,54 


39,6 


2,33 


74,5 


2,30 


96,7 


1,74 


141,9 


0,93 


210,0 


0,49 


45,0 


2,39 


75,7 


2,16 


98,2 


1,77 


151,0 


0,84 


210,0 


0,44 


50,0 


2,26 


76,3 


1,92 


101,0 


1,80 


153,0 


0,97 


212,0 


0,51 


50,0 


2,34 


76,3 


1,81 


107,0 


1,71 


157,0 


0.81 


214,0 


0,46 


50,6 


2,36 


83,6 


2,08 


111,0 


1,48 


161,0 


o;7i 


214,0 


0,40 


50,6 


2,25 


84,2 


2.10 


111,7 


1,65 


162,0 


0,73 


216,0 


0,45 


53,3 


2,33 


87,0 


1,92 


115,0 


1,26 


163,0 


0,70 


218,0 


0,44 


60,2 


2,41 


90,0 


2,22 


118,5 


1,35 


170,0 


0,75 


218,0 


0,43 


62,1 


?'^I 


90,0 


2,01 


120,7 


1,37 


170,0 


0,67 


245,0 


0,33 


68,0 


2,^25 


90,0 


1,94 


130,0 


1,21 


172,0 


0,69 


262,0 


0,30 


70,0 


2,35 


90,1 


1,75 


131,0 


1,05 


172,0 


0,61 


288,0 


0,25 


70,0 


*?'!* 


90,1 


1,53 


131,0 


0,91 


177,0 


0,67 


355,0 


0,15 


71,2 


2,27 


94,7 


1,77 


» 


» 


n 


» 


» 


» 



II. — Table des expériences faites par H. Tetmayer snr des barres 
en fer sondé « Burbacb » à bouts coniques. 
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49,6 


2,56 


72,2 


2,21 


111,5 


1,49 


154,8 


0,78 


208,5 


0,43 


50,0 


2,51 


80,3 


2,13 


113,0 


1,40 


166,8 


0,69 


209,3 


0,44 


51,7 


2,37 


81,7 


2,12 


114,6 


1,64 


168,6 


0,66 


210,6 


0,43 


52,5 


2,25 


84,4 


1,74 


126,8 


1,04 


168,8 


0,67 


215,1 


0,42 


58,2 


2,47 


85,3 


1,81 


128,3 


1,25 


170,3 


0,67 


218,8 


0,40 


59,2 


2,01 


88,2 


1,90 


128,5 


1,05 


177,8 


0,59 


221,2 


0,40 


59,8 


2,51 


89,2 


1,58 


129,8 


1,10 


177,9 


0,55 


238,2 


0,39 


60,0 


2,10 


90,3 


2,00 


141,8 


1,01 


181,7 


0,55 


251,2 


0,33 


63,6 


2,15 


91,5 


1,80 


144,9 


0,79 


192,5 


0,57 


371,0 


^'S 


69,2 


2 14 


92,4 


1,68 


146,9 


0,84 


203,0 


0,54 


322,0 


0,20 


70,1 


2,23 


100,8 


1,90 


150,3 


0,86 


206,8 


0,44 


341,0 


0,15 


71,5 


2,14 


108,8 


1,56 


» 


» 


» 


» 


» 


» 
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m. — Table des expériences faites par H. Tetmayer avec des barres 

en fer sondé à bases plates. 
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14,6 
16,3 


2,89 

2,75 


20,3 
20,3 


2,96 
2,79 


20,8 
21,9 


2,72 
2,67 


28,1 

M 


2,85 



IV. — Table des expériences faites par H. Tetmayer avec des barres 

en fer fondn à bouts coniques. 



/ 




/ 




/ 




/ 




/ 




r 


P 


r 


? 


r 


? 


r 


P 


r 


? 


31,6 


2,74 


72,1 


2,33 


94,7 


1,98 


132,0 


1,01 


191,8 


0,55 


35,4 


2,70. 


72,1 


2,03 


94,7 


1,96 


132,0 


1,16 


199,0 


0,56 


39,6 


2,70 


73,7 


2,33 


94,7 


1,84 


134,0 


1,22 


210,0 


0,53 


45,9 


2,87 


74,8 


2,08 


98,2 


1,98 


141,9 


1,03 


210,0 


0,48 


50,0 


2,68 


. 74,8 


2,96 


101,0 


1,77 


152,8 


0,97 


211,0 


0,56 


50,0 


2,42 


75,7 


2,33 


108,0 


1,81 


153,0 


1,09 


212,0 


0,53 


51,2 


2,70 


84,1 


2,29 


111,0 


4,72 


157,0 


0,92 


216,0 


0,44 


51,2 


2,25 


8i,2 


2,19 


111,7 


1,88 


161,0 


0,83 


216,0 


0,47 


53,3 


2,57 


87,0 


2,25 


115,0 


1,41 


163,0 


0,80 


216,0 


0,38 


60,6 


2,48 


90,0 


2,39 


118,5 


1,48 


170,0 


0,76 


218,0 


0,43 


62,1 


2,64 


90,0 


2,10 


120,7 


1,57 


170,0 


0,68 


246,0 


0,38 


68,0 


2,67 


90,0 


1,90 


129,0 


1,36 


172,0 


0,75 


262,0 


0,33 


70,0 


2,28 


92,2 


1,81 


129,0 


1,22 


175,0 


0,76 


288,0 


0,29 


70,0 


2,06 


92,2 


1,58 


130,0 


1,27 


i75,Q 
175,0 


0,69 


355,0 


0,22 


71,9 


2,21 


94,3 


2,15 


132,0 


1,28 


0,60 


» 


» 



Notons enfin que : 

a. Pour le fer soudé, la résistance moyenne à la rup- 
ture par extension était 

pour le fer de Wendel, de 3,683 tonnes par centimètre carre, 
— de Burbach de 3,57 — — ; 

la limite moyenne d'élasticité était 1.634 tonnes par 
centimètre carré ; 

ô. Pour le fer fondu , la résistance moyenne à la rup- 
ture était 4*,28 par centimètre carré ; la limite d'élasti- 
cité 2*,15, le module d'élasticité 2.156 tonnes par centi- 
mètre carré. 
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§ 15. — Expériences de M. Considère, 

Le compte rendu du Congrès international des procédés 
de construction, tenu à Paris en 1889, contenait un mé- 
moire très intéressant de M. Considère sur la Résistance 
des pièces comprimées. L'auteur y communique les ré- 
sultats obtenus par ses expériences très précises sur la 
résistance au flambement des barres en fer soudé et en 
acier de différentes qualités. 

L'application des efforts de compression au centre des 
pièces et l'articulation sans frottement sensible de leurs 
extrémités s'obtenaient à l'aide de procédés très précis, 
dont on pourra trouver la description dans le mémoire 
en question. Pour être courts, nous passerons à l'exposé 
des conclusions qui en ont été tirées par M. Considère : 

1® La valeur de l'effort, qui produit l'effondrement des 
pièces comprimées en fer fondu et en acier, n'est que de 
très peu supérieure à celle qui produit la première flexion 
perceptible de Taxe. M. Considère explique ce résultat, 
qui est en contradiction directe avec les conclusions de 
Hodgkinsonet Marshall et autres, par cette circonstance 
que ces derniers se servaient pour leurs expériences de 
barres à extrémités plates ou arrondies se trouvant ainsi 
dans un état impossible à définir. De même, il explique 
la flexion élastique des barres comprimées, observées 
par M. Bauschinger pour de faibles valeurs de la charge, 
par le manque de coïncidence au centre des forces de 
compression et par l'imperfection de rarticulation des 
extrémités, deux facteurs que M. Considère dit avoir éli- 
miné d'une manière complète dans ses propres expé- 
riences ; 

2"* M. Considère, partant du fait que le module d'élas- 
ticité E ne peut être admis comme constant que pour 
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les charges inférieures à la limite absolue d'élasticité, 
émet ropinion que la formule d*Euler ne peut être appli- 
quée, dans le sens rigoureux, qu'au cas où Tefifort dan- 
gereux auquel elle conduit n'atteint pas la limite abso- 
lue d'élasticité qui correspond à peu près à - = 140 pour 

le fer, et pour l'acier à - = de 105 à 135, selon la dureté. 

T 

Aussi, tant que - est plus grand que ces limites, il y a 

accord parfait entre Texpérience et la formule d'Euler. 
Mais, dès que l'on sort de ces limites, la résistance réelle 
au flambement tombe au-dessous du chiffre calculé par 
cette formule et l'écart va en augmentant lentement d'a- 
bord, puis très rapidement, lorsque la charge dange- 
reuse dépasse la limite pratique d'élasticité, variant pour 
le fer entre 20 et 22 kilogrammes ; 

3** Constatant ainsi l'accord presque complet entre la 
formule d'Euler et l'expérience pour les charges dange- 
reuses, inférieures à la limite d'élasticité absolue, M. Con- 
sidère tâche de démontrer qu'au-dessus de cette limite, 
la charge dangereuse devra s'exprimer par une formule 



P 



=^(0 



et que - est bien la seule variable dont dépend la résis- 
tance au flambement pour un métal déterminé ; 

4® Le recuit a diminué la résistance au flambement 
des fers et surtout celle des aciers, tandis que l'écrouis- 
sage l'a augmenté. M. Considère en dégage la consé- 
quence pratique que l'on doit éviter, autant que possi- 
ble, de recuire les barres d'acier destinées au travail de 
la compression ; 

5** L'acier présente une supériorité absolue sur le fer 
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quant à la résistance à la compression, mais la diffé- 
rence des deux métaux à ce point de vue est bien moin- 
dre que ne le ferait prévoir la comparaison de leur ré- 
sistance à la traction. L'infériorité relative de l'acier 

augmente avec le rapport - à mesure que Ton se rappro- 
che davantage des limites où la formule d'Euler est ap- 
plicable et où, par suite, l'acier, si dur qu'il soit, ne 
l'emporte pas sur le fer de 10 p. 100. 

Dans la table ci-contre , nous exposons les rapports 

- et les charges dangereuses par unité de surface, obte- 
nus par les expériences de M. Considère. 
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16. — Conclusions générales tirées des expériences de 
MM. Bauschinger^ Tetmayer et Considère. Formules 
empiriques pour le cas principaL Tables des valeurs 
de la charge dangereuse pour le fer et F acier doux. 



Les résultats obtenus par MM. Bauschinger, Tetmayer 
et Considère par leurs expériences très soignées nous 
mettent en mesure de déterminer d'une manière satisfai- 
sante, au point de vue pratique, la résistance des pièces 
comprimées en fer et en acier doux, quand elles se trou- 
vent dans les conditions du cas principal. Nous avons in- 
diqué, sur les fig, 2 et 3, Planche page 364*", les résul- 
tats des expériences de MM. Bauschinger, Tetmayer et 

Considère, en prenant comme abscisses les valeurs - et 

comme ordonnées les valeurs de la charge dangereuse (3, 
selon les tables des paragraphes 13, 14 et 15. La/îy. 2 
réunit les expériences des trois expérimentateurs sui* des 
barres en fer soudé ; la fig. 3 représente les expériences 
de M. Tetmayer sur le fer fondu et une partie de celles 
de M. Considère sur Tacier doux. 

Il est indispensable de faire remarquer que, comme la 
résistance du fer fondu, essayé par M. Tetmayer dans 
ses expériences, était de 3S86 à 4*,70 par centimètre carré, 
nous n'avons cru devoir ne porter sur la fig. 3 que les 
expériences de M. Considère qui ont été faites avec des 
barres en acier doux non recuit (Marque M — 9,1, 2 et 
M — 10), dont la résistance à la rupture était de 4*, 02 à 
4',76 par centimètre carré et possédant ainsi à peu près 
les mêmes qualités que le fer fondu. La ligne ABC sur la 
fig. 2 représente la formule d'Euler (2,) dans laquelle on 
a substitué à E la valeur moyenne du coefficient d*élas- 
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tîcité pour le fer soudé E = 2.000 tonnes, d'où Ton déduit 

(2',) p = 19740 ( T ) tonnes par centimètre carré. 

La ligne ABC sur la fig. 3 représente la même for- 
mule d'Euler dans laquelle on a substitué à E la valeur 
moyenne de ce coefficient trouvé par M. Tetmayer pour 
le fer fondu E = 2.156 tonnes. 

On en déduit 



(2';) p = 21279 (jy. 



En considérant les figures, on voit que, tant que p reste 
inférieur à la limite d'élasticité, les résultats des expé- 
riences coïncident d'une manière satisfaisante avec la 
ligne ABC; mais qu'à mesure que p s'approche de cette 
limite, les charges dangereuses réelles s'écartent sensi- 
blement des charges théoriques. Ces écarts croissent 

graduellement à mesure que le rapport - diminue. La 

droite p'= a — b (-]> proposée par M. Tetmayer, peut 

être considérée comme l'expression empirique la plus 

simple et la plus satisfaisante du rapport entre (3 et -i 

si Ton y détermine les coefficients a et é, en appliquant 
aux résultats des expériences de MM. Bauschinger, Tet- 
mayer et Considère la méthode des moindres carrés. 
C'est ainsi que nous avons trouvé les formules suivantes 
exprimées en tonnes par centimètre carré 
«. Pour le fer soudé 

(2;f') p = 3,3907 — 0,01648-; 

b. Pour le fer fondu 

(2f) p = 3,387 — 0,01483-. 



i.-i^iL^-.^: :::: /....• , -- - - — - - - • -t^ 
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Ces formules sont désignées sur les figures par les 

lignes BD. Les points d'intersections des lignes ABC et 

BD indiquent les limites de Tapplication des formules? 

respectives (21) et (2'!') pour le fer soudé et (2Î) et (2}^ pour ^ 

l 
le fer fondu et Tacier doux. La valeur minima - ? à laquelle 

on devrait borner Tapplication des formules théoriques 
(21) et (2'i) et au-dessous de laquelle on devrait se servir 
des formules empiriques (21') et (2r), peut être détermi- 
née en éliminant respectivement p des équations (2i), (2Ï) 
et (2'i'), (2;^ deux par deux. 
Par là, on arrive aux limites 

a. Pour le fer soudé - = 114,7; 

r 

b. Pour le fer fondu - = 110,1 ; 

Pour simplifier, autant que possible, Tapplication de 
ces formules au calcul des pièces comprimées, nous avons 
constitué, avec Tobligeant concours de M. l'ingénieur . 
Marcousé , la table suivante où les charges dangereuses 
sont calculées en tonnes par centimètre carré. pour les 

valeur» correspondantes de - de 20 à 200. Ces charges 

sont calculées, pour le fer soudé, d'après les formules (21) 

/ 

et (2î')j selon que - sera plus grand ou plus petit que 

/ 
114,7 ; pour le fer fondu, d'après (2i') et (2r), selon que - ^ 

sera plus grand ou plus petit que 110,1. 



■■'^-T*'" '• ^ - 
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haute importance; il nous a paru indispensable d'étudier 
la flexion d'une pièce curviligne soumise à l'action 
d'efforts extérieurs un peu excentriques appliqués à ses 
extrémités. Cet essaie exposé dans la note B, nous a coih 
duit aux conclusions suivantes : 

a. L'équation (13), exigeant que l'effort de compres- 
sion appliqué aux extrémités libres d'une tige élastique, 
ne dépasse pas la neuvième partie de l'effort dangereux, 
déterminé par les formules (21), (SI'), (îï'), (2r), cons- 
titue une condition indispensable pour assurer la solidité 
de la pièce dans le cas où son axe est absolument recti- 
ligne, et où les efforts sont appliqués à ses extrémités 
sans aucune excentricité. Il va de soi que l'équation 
devra être satisfaite dans les conditions moins avanta- 
geuses, c'est-à-dire quand l'axe aura déjà subi quelque 
courbure avant le commencement de la flexion et quand 
il se produira quelque excentricité. Mais, dans le premier 
cas, purement idéal, cette condition est nécessaire e^ 
suffisante, tandis que, dans le dernier cas, elle est sim- 
plement nécessaire ; 

b. Dans le cas où l'axe primitif de la pièce aurait 
une certaine courbure et où l'application des efforts de 
compression serait un peu excentrique , il se produi- 
rait une flexion et la charge de compression ne se 
répartirait pas uniformément sur toute la section trans- 
versale. La chaîne supplémentaire, c'est-à-dire la diffé- 
rence entre la plus grande valeur de la compressioîi 

p 
N et sa valeur apparente moyenne p = — ? pour les pièces 

présentant les valeurs égales du rapport -% n'est pas la 

Y 
même, mais croit en raison directe du rapport —^ ? où Vj> 

exprime la distance entre les fibres les plus éloignées et 
le centre de gravité de la base. Il faut, par conséquent^ 



..«tr 
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éviter, pour les pièces comprimées, des sections où 

-^>2,75; 

c. Les efforts de comprefision maxima N dans les 
fibres extrêmes de la section la plus fatiguée ne doivent 
pas dépasser de beaucoup les charges de sécurité R 
admissibles pour la simple compression. La flèche de la 
courbure fortuite de Taxe primitif des pièces comprimées 
/ ne dépasse pas ordinairement 0,001 de leur longueur 
totale, et Texcentricité inévitable e ne va pas au delà de 

0,05r à 0,lr, selon la valeur de -• 

r 

En acceptant ces valeurs maxima de / et e et en admet- 
tant, en même temps, que la condition la moins avanta- 

V J 

ganse est réalisée quand — ^ =2,75 et ^ =3,4, on trouve 

que, si la valeur apparente moyenne de la charge de 
compression ne dépasse pas la limite (13), la compres- 
sion maxima N des fibres extrêmes de la section la plus 
fatiguée sera inférieure à la charge de sécurité R si Ton a 

- > 58 pour le fer fondu, 

- > 73 — soudé. 
r 

Quand - est inférieur à ces limites, les valeurs de N ne 

peuvent dépasser R que de très peu , et la différence 
pourra être négligée tout à fait, étant donné que les 
extrémités des pièces de constructions métalliques ne 
sont jamais complètement libres. Ainsi, par exemple, 
pour le fer fondu, même dans la condition la plus désavan- 
tageuse, c'est-à-dire quand - = 20, la compression N ne 

dépasse R que de 9 p. 100, Il s'ensuit que la vérification 
des pièces comprimées ^ diaprés les formules (2i), (2'i), 
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(2Î') et (2r), nous donne non seulement une garantie de- 
leur stabilité par rapport au flambement, mais prouve en 
même temps qu'à la flexion produite par l'excentricité 
inévitable et par la courbure fortuite de Taxe primitif, 
N ne peut pas dépasser R d'une manière sensible. 

Ainsi les doutes concernant la possibilité d'appliquer 
ces formules au calcul des constructions métalliques, 
sont dénués de fondement dans le cas où les courbures 
et les excentricités primitives ne dépassent pas les limites 
indiquées, c'est-à-dire quand elles ne sont que des consé- 
quences inévitables des défauts de construction et de 
l'imparfaite homogénéité du métal. Quand les excentricités 
deviennent plus considérables, il faut recourir aux for- 
mules déduites dans la note B. 



CHAPITRE III. 

APPLICATIONS. 



§ 18. — Considérations générales. 

Avant de passer aux applications, nous devons remar- 
quer qu'en ce qui concerne le fer et l'acier doux, il" 
n'y a que le seul cas de flambement d'une tige à bouts 
articulés, comprimée par des efforts appliqués aux extré- 
mités libres de son axe, qui ait été étudié d'une manière 
complètement satisfaisante, aussi bien dans les limites 
d'élasticité qu'au delà de ces limites. 

C'est le cas principal. 

Les cas connus antérieurement, ainsi que ceux que 
nous avons considérés, n'ont été étudiés théoriquement 
que dans les limites d'élasticité. 



mAoi 
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Nous avons donné pour tous ces cas, au chapitre I, les 
valeurs du coefficient de longueur [l^. Ainsi, pour déter- 
miner dans chacun d*eux la charge dangereuse , infé- 
rieure à la limite d'élasticité, on pourra se servir de la 
formule (2J [pour le fer et Facier doux (2i) et (2Î)}, en 
substituant à / la longueur réelle de la pièce, 4, mul- 
tipliée par le coefficient de longueur [ji^, /= [jl^/^. 

Nous pouvons admettre également que le coefficient 
de longueur conserve sa valeur, même dans le cas où le 
Çambement se produit sous des charges supérieures à la 
limite d'élasticité (*). En conséquence, il est facile de 
trouver la valeur de la charge dangereuse dépassant 
la limite d'élasticité, en substituant dans les formules 
empiriques du cas principal \i^ln ^ l* L®s formules (^ï) 
et (2r),ou bien la table du paragraphe 16, peuvent servir 
pour le fer et l'acier doux. Ainsi, pour déterminer dans 
des différents cas de flambement la charge dangereuse, 
supérieure à la limite d'élasticité, on les ramènera au cas 



(*) Dans certains cas, on pourra exactement démontrer la justesse de cette 
supposition. On pourra démontrer, par exemple, pour une 
pièce chargée debout, à une extrémité encastrée et Vautre 
libre, que le coefficient de longueur, égal à 2 au-dessous de 
la limite d'élasticité, conserve la même valeur au-dessus de 
cette limite. £n effet, les parties aO et 06 {fig, 14) d'une 
tige aby comprimée selon les conditions du cas principal, 
peuvent être considérés comme tiges chargées debout et 
ayant une extrémité encastrée et Fantre libre. Mais le point 
0, où la tangente Ox k l'axe courbé sans point d'inflexion, 
est parallèle k la droite a b, doit, par raison de symétrie, 
être toujours placé au milieu de l'axe; en conséquence, le 
rapport entre les longueurs aO et a6, qui représente 
la valeur du coefficient de longueur, est toujours égal k 2, 
indépendamment de la valeur de la charge. 

Nous ne pouvons pas encore prouver Texactitude de cette 
supposition pour tous les cas du flambement étudiés au 
chapitre i. 11 est cependant facile de Toir que l'inrariabilité 
da coefficient de longueur, hors des liaiites d'ëlasiiehé, 
est une simple conséquence de la supposition que, pour 
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principal, en se servant de la méthode établie pour les 
charges inférieures à cette limite* 
. Il reste encore à déterminer le coefficient de longueur 
pour les pièces métalliques chargées debout, dont les 
extrémités sont rivées h. d'autres parties de la construc- 
tion. Il est hors de doute que, si le nœud rivé a été effectué 
bien au centre et ajusté avec précision, la condition de 
son établissement tient le milieu entre Tencastrement 
et l'articulation complète. Il faudrait cependant tenir 
compte de ce que les parties de la construction, aux- 



tous les cas considérés {fig. 15) , la charge dangereuse p^, au-dessus d'une 



a 










Kg. 15. 
Taleur déterminée p', qui ne dépend que de la nature de la matière» peut s'ex- 
primer en fonction de - par les ordonnées d'une droite p„ = a — ^»» ( "^ ) ' ^^ 

le coefficient d„ a dés Valeurs' différentes pour divers cas de flambement^ et 
le coefficient a, qui re^résetite approximatÎTement la résistance à récrasement, 
reste invariable. > ■ 
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quelles sont rivées les pièces comprimées, ne sauraient 
être considérées comme parfaitement rigides, et qu'elles 
s^ déforment toujours un peu quand, ces dernières com- 
mencent à fléchir. Outre cela, un nœud rivé n*est jamais 
établi avec une précision telle, que la résultante des 
efforts de compression puisse coïncider rigoureusement 
avec Taxe de la pièce. En vue de cette incertitude il 
conviendrait, par mesure de précaution, de considérer ces 
pièces dans les calculs comme ayant des bouts articulés. 

5 19. — Montants verticaux des poutres de ponts 
sans contreventement supérieur. 

Les formules (1), (1,), (1,) du premier cas, peuvent être 
appliquées aux calculs de la résistance des montants ver- 
ticaux de poutres de ponts, dont les semelles supérieures 
ne sont pas reliées entre elles {fiff. 28, 29 et 32 ci-après). 
Ces montants, bien que rivés aux semelles supérieures, 
ne rencontrent point, en fléchissant, de la part de ces 
semelles une résistance suffisante pour maintenir leurs 
extrémités dans le plan du treillis ; ils doivent eux-mêmes, 
au contraire , opposer une résistance au flambement 
latéral des semelles. Il en résulte que ces montants se 
trouvent dans les conditions du premier cas, et qu'il 
faudrait leur appliquer les formules du cas principal, en 
y faisant /= 2 /^ , en appelant /^ la longueur comprise entre 
le centre de gravité de la semelle supérieure et le point 
d'encastrement sur la pièce de pont. 

S 20. — Treillis des poutres à bandes parallèles. 

Les formules (11,) et (12,) peuvent servir à vérifier la 
résistance des treillis au flambement latéral. 

Leur application aux poutres exposées à l'action d'une 
charge permanente ne présente aucune difficulté; car 
les efforts que subissent' les barres du treillis sont 
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constants et par conséquent, la valeur Q pourra être 
trouvée directement dans les tableaux des efforts. Rap- 
pelons seulement qu*en appliquant ces formules à une 
barre comprimée , il faut substituer à Q et J^ les 
valeurs correspondantes à la plus faible des barres qui 
s'entre-croisent avec la barre considérée, c'est-à-dire 
qui donne la valeur maxima pour [l. La détermination 
pour chaque cas particulier de la plus faible des barres à 
celle qui croisent la barre considérée, est aisée et peut se 
faire à vue d*œil. 

La vérification des treillis des poutres soumises aux 
actions des surcEarges mobiles est plus compliquée. Dans 
ce dernier cas, en vérifiant la résistance au flambement 
latéral d'une barre comprimée, dl faut substituer à Q, 
dans les formules indiquées, noii pas l'effort maximium 
que subit la plus faible des barres s'entre-croisant avec 
la barre considérée, mais celui auquel est exposée la 
plus faible barre sous l'action de la charge correspon- 
dante à l'effort maximum de la barre considérée. 

Dans l'application aux poutres de ponts à bandes paral- 
lèles, cette valeur Q peut être facilement exprimée à l'aide 
de l'effort maximum U, correspondant à la barre com- 
primée et indiqué dans les tableaux des efforts. En effet, 
on voit que 

a) Pour les poutres à treillis symétriques, dans un pont 
à voie supérieure {fig. 16), on a 
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(14i) 
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b) Pour les poutres à treillis symétriques , dans les 
ponts à voie inférieure (/îgr. 17), 



ppi. 



JM.-Vd< 



- \\ vvvwxxw ^^\\vv^v\^^.^.\^.^ \\\\\VA\x\vv*.x\N 



umumt^ifa^ 




(14,) 



Q=U-.n^ + ^ 



d 



M sin 9 sin ç ' 

c) Pour les poutres de ponts à voie inférieure avec 



montants verticaux {fig. 18), 






Cwt-v)ii 



.X\XVVWV\^\\VVNVV\ 




Fig. 18. 



(14.) 



^ Ël±. 

sin 9 Msin<p sino 



Q= U _^^^^ 



Dans ces formules, 

Q exprime Peffort cherché ; 

U TefTort maximum de compressioa de la barre considérée; 

q la surcharge par unité de longueur ayant servi à calculer 
reflFort U ; 

p la charge permanente par unité de longueur de la poutre ; 

Pi la partie de la charge permanente p qui agit sur la semelle 
inférieure ; 

V le nombre de petits panneaux compris entre le nœud infé- 
rieur de la barre considérée et celui de la plus faible des 
barres s'entre-croisanl avec elle ; 

M le nombre de système des barres; 

d la longueur d'un petit panneau ; 

9 Tangle formé par la barre inclinée et la bande. 
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Les formules (11,) et (12,) ont été appliquées à la 
vérification des ponts du chemin de fer Nicolas ; les 
valeurs obtenues pour [x variaient entre 0,59 et 1 . 

Ceci prouve qu'on ne devrait pas se contenter pour jx 
d'une valeur moyenne approximative, par exemple de 2/3 
ou 3/4, comme on Ta souvent fait en Allemagne et en 
Russie. 

La jig. 19 représente le schéma de la moitié d'une 




}L.-.53t',et5i._ 



Fig. 1». 

poutre du pont sur la rivière Tigoda du chemin de fer 
Nicolas ; les principales données qui ont servi aux calculs 
de la résistance au flambement des barres, ainsi que les 
résultats obtenus, sont résumés dans le tableau ci-des- 
sous, en mesures russes (pouds et pouces) (*). 



(*) 1 poud = 16»B,38. 
1 pouce = 0»,0254. 



.^^-■mi 



— 77 — 



«9 

a 

•s 

'■ eu 

i « 



ce 



SECTIONS 

transversales 

des barres 

comprimées 



10) 3"X3"X8/8" 



11 
12 
13 

14 



k3V2"X3V2''XW 



15 S ^"X^"X%" 



16 



-L }1,16 

n ) 6i/2"xi"xVt" 

! l 




Les efforts Q sont calculés d'après la formule (14J, et 
les charges admissibles de compression par unité de sur- 
face Rj d'après la formule (2Ï'), en pouds par pouce carré, 
s'expriment par la formule 



dans laquelle 



R, = i(l.335-6,49^ 



TmlB i220 



Les surcharges q et les tensions de sécurité R pour 
chaque barre étaient celles qui étaient indiquées par 
une circulaire ministérielle. 
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S 21. — Parties comprimées des semelles 
de poutres métalliques. 

La vérification du âambement des semelles comprimées 
doit se faire aussi bien dans le plan de la poutre que 
dans un plan perpendiculaire. On vérifie la résistance 
au âambement de la semelle dans le plan de la poutre, 
en considérant chacune de ses parties comprise entre 
deux nœuds voisins comme une tige à extrémités libres. 
La vérification s'effectue d'après les formules {^i) et (2^)? 
en prenant pour / la longueur du petit panneau. Quant 
au flambement latéral , nous ne considérerons que 
les deux cas suivants : 1® les nœuds du contreventement 
sont placés dans le plan des semelles supérieures et 
coïncident avec les nœuds du treillis principal; 2** les 

nœuds ne coïncident 

■* ^ — que de deux en deux 

intervalles {/iç. 20). 

Dans le premier cas , 
le calcul dé la résis- 
tance s'effectue d'a- 
près les mêmes for- 
mules en prenant pour 
/ la longueur du petit 
panneau , et pour r le 
rayon de giration cor- 
respondant ; dans le 
second cas , il faut con- 
sidérer la partie abc 
de la semelle située 
entre les nœuds con- 
sécutifs ûî et c du contreventement supérieur, comme une 
pièce composée de deux tiges ab et bc à axe commun, 
comprimée par des forces P,,?, et — (Pi+Pj)j appli- 





Fig. ÎO. 



m 



— 79 ~ 

quées aux points a, b et c. Les extrémités a et c peuvent 
pivoter librement, mais sont astreintes à rester sur la 
•droite ac. 

Ces conditions correspondent à celles du cinquième 
cas. Désignons pa^r U4=Pj et U, = P4+P, les eflforts 
de compression qui agissent sur les parties ab et bc^ et 
par Ij et I,, r^ et r, les moments d'inertie et les rayons de 
giration respectifs des sections transversales, par rapport 
aux axes verticaux passant par les centres de gravité. 
Nous considérons la partie ac comme une tige à extré- 
mités libres, à section constante (de rayon de giration r,) 
ayant la longueur / = [xL, L étant la longueur totale ac. 
Le coefficient de longueur [jl peut être obtenu par la 
table du paragraphe 9 (10* cas), d'après les valeurs dés 

rapports ^ et yr?=— i-i — i. Supposons que Ton ait : 

U, = 44.933^»; )U.__ 

U, = 48.979^f ; J U^"" '^' 
<Oj = 88,47c w'; T^ = 458cm*; r^ = 2.275cm; )]% ^^r^, 
co2 = 105cm*; 1, = 916cm*; r, = 2,393cm; )I^ — ' ' 

L = 2,438 m. 

Nous trouvons la valeur du coefficient ^ dans la table 
indiquée, dans la colonne correspondante à la valeur 

1^ =2, en interpolant entre les nombres 1,24 et 1,16 

relatifs aux valeurs =7*= 1,00 et 1,25. Nous trouvons 
ainsi 

K = 1,24 - (1,24 - 1,16) îg^ = 1.21. 

d'où l'on déduit 

/ = 1,21x2,438 = 2,95»i, 

et 

l -ML-iQQ 
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La charge dangereuse d'après la table du paragra< 
phe 16 sera 

p = 1743*'» par centimètre carré, 
et la charge de sécurité 

Rj = -J- 1 ,743 = 365^» par centimètre carré. 

Les charges réelles sont égales, 
a) dans la partie ab^ . 



a 



a 



Ntt6 = QQ ., = 508*^» par centimètre carré; 
b) dans la partie cd^ 

Ncd = .'m = 466''« par centimètre carré ; 



par suite la semelle considérée est trop faible. 



S 22. — Poutre à bandes parallèles , chargée au milieu 

de la portée. 



Considérons une poutre à treillis à bandes parallèles, 
appuyée librement sur ses extrémités A et B {fig. 21), et 



Ji%q 



-^Q 




Fig. 21. 



soumise à Taction d'une force Q , appliquée en spn milieu 0, 
agissant dans le plan de la poutre et perpendiculaire 
à son axe. Plaçons le centre des coordonnées au point 0; 
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dirigeons Taxe des x parallèlement à Taxe primitif de la 
semelle, et Taxe des y dans le sens de la- force Q. 

L'effort de compression de la semelle dans une section 
distante deÇ du centre des coordonnées, peut être exprimé 
par la formule approximative qui suit : 



r _ Ms _ Û /^L \ 



Dans les sections aa et «,«4, distantes du centre des 

1 1 

coordonnées de Çj=ar — ^diretdeÇ,=a:+ ^ rfa:, nous 



aurons 






En soustrayant la seconde expression de la première, 
nous trouvons la valeur suivante de Taccroissement de 
l'effort sur l'élément dx 

Cette valeur est indépendante de l'abscisse x. De cette 
manière, la semelle supérieure de la poutre AB, par 
rapport au flambement latéral, peut être considérée 
comme une tige à extrémités libres, comprimée par des 
forces uniformément réparties le long de Taxe, symé- 
triques par rapport à son milieu et dirigées vers ce point. 
Cette force est répartie à raison de 

unités de poids par unité de longueur prise sur Taxe. 
Ces conditions correspondent au sixième cas (§5); on 
aura donc 

|jL, = 0,56. 

6 
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Cette formule n'est applicelble qu'aux poutres libres, 
c'est-à-flire à belles qui ne sont pas réunies ^«d'antres 
parties de la construction pouvant opposer une résistance 
au Banlbement latéral de la semelle supérieure. 

L'application que nous venons de faire des formules 
du sixième cas , est fondée sur la supposition que lâ 
semelle supérieure présente une section constante. 

Cependant, si cette condition n'est pas réalisée, on 
pourrait trouver deux limites entre lesquelles est com- 
prise la charge dangereuse, en prenant pour r les rayons 
correspondants à la plus petite et à la plus grande des 
sections. 



§ 23. — Poutre à bandes parallèles^ soumise à l'action 
dune charge uniformément répartie sur toute sa lon- 
gueur. 

\ 

Disposons les axes des coordonnées comme l'indique 
la fîg. 22. L'effort de con^preBsion, dans une section 




Fis.- 22. 



placée à une distance Ç du jcentre des coordonnées, s'ex- 
prime par la formule 



«-^'Â^'-^) 



Dans les sections aa ^t^a-^a^^ distantes du centre des 
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1 1 

•coordonnées de x — ^ rfa: et a: + ^ cJr , nous avons : 



^=a[t-(-i-);] 

•■"=A[t-("+I'^)'1' 



x-\- -dx 

En soustrayant de la première expression la seconde, 
nous arrivons à la valeur suivante de Taccroissement de 
l'effort de compression, correspondant à la longueur de 
l'élément infiniment petit dx 

Cette quantité est proportionnelle à Tabscisse x du 
milieu de Télément dx. De cette manière, la semelle su- 
périeure, par. rapport au flambement latéral, peut être 
considérée comme une tige placée dans les conditions du 
huitième cas (S 7). Nous avons donc 

ji, = 0,6938. 

Ici aussi, on a supposé la poutre comme libre et sa 
semelle supérieure comme ayant une section constante ; 
dans le cas contraire, on pourra trouver pour p deux 
limites prenant pour r ses valeurs maxima et minima. 

Nous avons supposé jusqu'ici la poutre libre ; néan- 
moins, cette théorie s'applique aux poutres des ponts dont 
les semelles supérieures sont reliées par des contreven- 
tements horizontaux, comme le montre la fig. 23. 



Uini 




Fig. î3. 



Les semelles supérieures AB et A^B^ des poutres prin- 
cipales sont réunies par des entretoises et des diago- 
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nales, et peuvent être considérées comme une poutre 
élastique horizontale, soumise à Faction d'efforts de com- 
pression répartis comme dans le huitième cas (§ 7). Le 
moment d'inertie d'une section m dans une pareille pou- 
tre peut être exprimé approximativement par la formule 



I^ = 2(«j«QDyi 



et son rayon de giration par 

La charge dangereuse pourra être déterminée par les 
formules du cas principal en posant 

(15) - = 0,6938 — = 1,3876 t . 

2 

Toutefois, la formule (15) devra être appliquée quand 
elle donne des valeurs - plus grandes que celles aux- 
quelles on arrive en considérant séparément chaque par- 
tie de la semelle-comprise entre deux nœuds consécutifs^ 
ce qui aura lieu pour les ponts à grande portée. 

Nous arrivons ainsi à la conclusion que la charge de 
sécurité admissible pour la compression des semelles dé- 
pend, entre autres, des proportions principales du pont, 
c'est-à-dire du rapport entre la longueur de la travée et 
sa largeur, comme il fallait s'y attendre d'ailleurs. 

En établissant la formule (15), nous avons considéré les 
deux semelles supérieures comme formant une poutre 
horizontale absolument libre ; nous y avons donc négligé 
les réactions au flambement latéral , opposées par la 
poutre formée des semelles tendues et du contrevente- 
ment inférieur. Dans les ponts à voie supérieure, cette 
réaction peut se transmettre aux semelles comprimées 
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par rintermédiaire des croix de Saint- André. Dans les 
ponts à voie inférieure, elle est transmise par rintermé- 
diaire du treillis des poutres principales. Dans le dernier 
cas il peut se produire un gauchissement du treillis ; il 
est donc indispensable que la poutre horizontale supé- 
rieure soit assez rigide pour pouvoir résister au flambe- 
ment latéral sans Taide de la résistance de la poutre infé- 
rieure, ce qui aurait pour conséquence la déformation de 
la construction entière. 

S 24. — Calcul approximatif de la stabilité latérale 
des ponts sans contreventement supérieur. 

Les enquêtes ouvertes pour la détermination des causes 
de Tefifondrement de certains ponts métalliques sans con- 
trevement supérieur, ont attiré l'attention sur ce fait, que 
Tinsuffisance de rigidité des semelles supérieures et la 
faiblesse des montants verticaux pourraient être la cause 
du flambement latéral des semelles, et amener ainsi Tef- 
fondrement. Nous citerons comme exemple, entre autres, 
les ponts Pansaguel et Miramon en France, Nieder Ursel 
«n Allemagne et de laKhevda en Russie. 

Malgré quelques essais (*) qui ont été tentés dans cette 
voie, on n'est pas parvenu à déterminer d'une manière 
:satisfaisante la relation qui devrait exister entre les dimen- 
sions des montants verticaux et des semelles compri- 
mées pour éviter le flambement latéral de ces dernières. 

Les considérations théoriques que nous avons expo- 
sées au paragraphe 8 nous encouragent à reprendre 
l'étude de cette intéressante question. 



(*) On peut consulter sur ce sujet la note de M. Sylvain Périsse dans les 
Mémoires et comptes rendus des travaux de la Société des ingénieurs 
<:ivils, décembre 1881,etDte ZuscUzkrufte und Nebenspannungen eisemer 
Fachwerkbrûcken, de M. Engesser, y. H, 1893. 
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Pour simplifier cette recherche, nous admettons : 

a) Que la semelle supérieure est une tige élastique à 
section constante (*), soumise à Faction des efforts de 
compression répartis le long de l'axe d'une manière con- 
tinue, comme dans les cas 8 et 9 (**) ; 

b) Que les montants d'appui sont assez solides pour 
pouvoir maintenir les bouts de la semelle comprimée 
dans leur direction droite primitive, et qu'on peut négliger 
la déformation latérale des montants au droit des appuis 
par rapport à celle des montants intermédiaires ; 

c) Que chaque montant intermédiaire oppose au flam- 
bement latéral des semelles une réaction correspondante- 
au plus faible d'entre eux, et que ces réactions, au lieu 
d'être appliquées aux nœuds supérieurs des montants, 
sont réparties d'une manière continue sur toute la lon- 
gueur de la semelle. 

Supposons {fig, 24) que les deux semelles comprimées 

fléchissent dans le plan 
^ ^ horizontal vers Tinté- 
rieurdupont; lesnœuds 
supérieurs « et ô se dé- 
placent en «j et b^ , en 
produisant une flexion 
latérale des montants 
verticaux et des pièces 
de pont. Il en résulte 
des réactions des pièces 
de pont au flambement 
des semelles , appli- 




Fijç. 24. 



(*) En réalité, la section de la semelle est variable et croît en partant des- 
extrémités vers le milieu. En substituant, dans les formules qui suivent, la 
plus petite et la plus grande valeur du rayon de giration r, nous aurons deux 
limites entre lesquelles se trouve la valeur réelle de la charge dangereuse. 

(**) Cela correspond à une charge uniformément répartie sur toute la travée 
du pont (fig, 24). 
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quées aux points a^ et b^ , agissant en sens oppose à la 
flexion, et proportionnelles à la projection horizontale S 
des déplacements aa^ = bb^ . Nous aurons ainsi pour cha- 
que, paire de montants 

Pi = A8 , 

formule où A est un coefficient qui dépend des dimensions 
des montants, des forces qui agissent sur lui et des dimen- 
3ionâ des pièces de pont. 

Nous supposerons que le coefficient A est constant 
pour tous les montants verticaux formant cadre avec les 
pièces de pont, et qu'il est égal au coefficient A„in du 
plus faible parmi ces cadres. Nous supposerons, en même 
temps, que la réaction, au lieu d'être appliquée aux 
nœuds des montants, est répartie le long de la semelle. 
Gela revient à considérer la semelle comme soumise à 

une réaction, répartie le long de Taxe à raison de q= -^ 

t/ 

par unité de longueur, c étant la distance entre deux 
cadres consécutifs. Elle se trouve, en conséquence, dans 
les conditions du neuvième cas, et son coefficient de lon- 
gueur pourra être obtenu à Taide du tableau du para- 
graphe 8, étant donnés la longueur de la travée /, et le 
coefficient de réaction q. 

Il s'agit toutefois de trouver la valeur du coefficient 

\ . 

çr=-J2ïï. On voit facilement que A est égal au rapport 

(/ 

entre la valeur d'une force horizontale p^ appliquée au 
nœud supérieur d'un montant vertical, et la projection 
horizontale du déplacement qu'elle produit. Cette pro- 
jection 8 du déplacement peut être exprimée d'une ma- 
nière approximative par la formule 

8 = 8i + ^1 tang o^ + S, -f (^i + A, + - A,j tang Oj , 
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[fig. 26) dans laquelle 

\ est la flèche produite par un effort horizontal p^ , appliqué à 
Textrémité libre d'un montant vertical ad, de hauteur h^j 
encastré à Textrémité inférieure (d), et comprimé par un 
effort vertical Q; 

\ est la flèche produite par le même effort p^^ appliqué à une 
distance h^ de Textrémité libre d*une console def de hau- 
teur A,, encastrée à sa base inférieure ef\ 

?i 6^ ?i> l^s angles formés par les tangentes aux axes fléchis de 
la console et de Tentretoise aux points d et g^ respective- 
ment avec les tangentes aux points e et o des mêmes axes. 

On déduit de ces équations 
^ ^ ^ c ~c8r / i\ 1 

c[^8i + AitangÇi+8jH-( /ii+A2+ g^Jtang «PaJ 

Pour déterminer 8^ , on peut se servir de la formule 
déduite dans la note A, d'après laquelle (*) 

, _ yt(tangmA^ — m^i) 

W "1 ^^ tTT i ' 



avec 

m 



Vei 



Les valeurs tang ç, et 8, , qui se rapportent à la défor- 
mation d'une console de à section variable, peuvent être 
déterminées par l'intégration de l'équation différentielle 
de l'axe fléchi de cette pièce (**). Cette intégration ne 
présente pas de difficulté analytique quand la console a 
une forme de trapèze; toutefois, cela nous mènerait à des 
formules très compliquées et peu propres aux applica- 

(*) Pour Q = 0, c'est-à-dire pour w.=0, la formule (a) se réduit à 

(**) Dans la plupart des cas, les consoles sont d'une telle rigidité qu'on 
peut négliger sans inconvénient leurs déformations par rapport k celle des 
montants^ ainsi que nous le verrons dans les exemples cités plus bas. 
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tions. Pour faciliter le calcul , nous pouvons admettre 
qu'à la place d*une console trapézoïdale defg [fig. 25), 
on en ait une rectangulaire df^eg^ , dans 
laquelle k-^ — -^Px 

Connaissant le moment d'inertie I, d'une U 
pareille console, nous trouverons facile- 
ment : 



{d) 



taDg?i = |^(2^ + A,), 




Si la console est à treillis, on déterminera les valeurs 
tangÇj et 8, , d'après les formules bien connues de la 
déformations des systèmes articulés. 

De l'équation de l'axe fléchi d'une entretoise, ayant 
une longueur D, et soumise à l'action d*un moment 
constant , égal à 

Pi f Al + Aj + 2 As j » 
nous déduirons 

(e) tang Çj = ^^ (^h^ + A, + i A,)' 

En introduisant les valeurs (a), (c), {d) et {e) dans 
l'équation (16), nous arrivons définitivement à la rela- 
tion 

<*^> ^ = T— i ' — rh 



|f;(3A,+2A,) + ^(A,-fA,4-^)7 



Ayant trouvé y, nous déterminerons la valeur 

«El 
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et ensuite nous chercherons le coefficient de longueur \t,. 
d'après la table du paragraphe 8. La relation entre (jl et 
ô* n'est déterminée que pour A' < 2536,8 ; bien qu'au- 
dessus de cette limite la fonction n*ait pas été étudiée, on 
voit que la courbe, dont les abscisses sont égales à A' et 
les ordonnées à [x, a pour asymptote l'axe des abscisses, 
car [X est nul seulement quand è* est infini. En vue du 
décroissement très lent de \l pour les valeurs de b* qui 
dépassent 2536,8, on peut faire une hypothèse favorable 
à la sécurité, dans les calculs de ponts sans contreven- 
tement supérieur, en attribuant à [a, au-dessus de cette 
limite, une valeur constante et égale à 0,143. Il est indis- 
pensable de remarquer qu'on doit toujours avoir jx > -, 

OÙ n désigne le nombre de petits panneaux. Dans le cas 
contraire, la semelle pourrait fléchir, et se courber 
selon une courbe ondulée, où la longueur de l'onde / serait 

égale à la distance entre deux nœuds voisins, /= — • 

Pour vérifier cette méthode approximative, nous l'ap- 
pliquerons à deux ponts effondrés, il y a quelque temps^ 
à cause de l'insuffisance de résistance au flambement 
latéral, savoir : le pont sur la rivière Khevda (chemin de 
fer de Morschansk à Syrran), effondré en 1875, et le pont- 
route sur la rivière Niede, près de Francfort-sur-Mein, 
en 1892. 

La vue du premier de ces ponts, après la catastrophe, 
est représentée par la fig. \ de la PI. page 364^". 
Peu de temps après l'achèvement du montage, les 
poutres s'effondrèrent au passage d'un train de service 
et s'étalèrent sur l'échafaudage. La cause principale de 
cet accident était la faiblesse des montants verticaux 
qui ne pouvaient opposer de réaction suffisante au flam- 
bement latéral des semelles. A défaut des renseignements 
positifs sur le poids et la vitesse du train qui a occa- 
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sionné Tefifondremeut, nous prendrons, conformément à 
la décision ministérielle, une surcharge uniformément 
répartie de 50 poùds par pied courant. En y ajouant 
1 6 pouds comme poids du pont, nous aurons pour charge 
totale 66 pouds par pied courant sur chaque poutre. 



^ 11*:. _, 







IfW 






Fig. 2&. 



Nous avons tracé sur la jig. 26 toutes les données 
nécessaires au calcul en mesures russes. 

Commençons par la détermination de y. Il faut remar- 
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quer que la formule {a) 

y _ tang mhi — m A| 

Pi " Eli7W3 

peut être appliquée ici, bien que les efforts de com- 
pression Q soient appliqués aux montants verticaux avec 
une excentricité c, variant de 0,854 à 0,894 de pouce (*). 



(*} En effet, en désignant par A la flèche totale d*une pièce ao {fig- 27) 
V d^une longueur h^ , encastrée à une extrémité et soumise 
k Tautre à l'action d*une force yerticale Q et d'une 
horizontale p^ , appliquée èi une distance ca = e de 
Textrémité libre, nous aurons 




d'oti Ton déduit, en posant 



m 



=\/^' 



Fig. Î7. 



Pi 



les équations intégrales 



•^ [h^ — a;) + n^* (e -f A — y) = C^ sin îwx + Cj cos mx , 

— -^ — »j> -f- = -f Cm cos mx — C« m sin mx. 
Eli dx ^ ^ 

Pour éliminer les constantes arbitraires G^ et G,, nous avons les conditions 
suivantes : 

dy 
Pour a; = 0, y = 0; pour aî = /ii, y = A; et pour a;=-0, -32=0. 

dx 



Nous trouvons 



d'où 



tang m/ij — mh^ 1 — cos mk^ 

""^* El^w» cos mh^ * 

dà tang mfi^ — mh^ Ô^ 

dpi EIiw' pi' 



où 81 désigne la partie de la flèche totale A produite par la force horizontale 
Pi ; ce qu'il fallait démontrer. 
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La quantité Q, dans l'expression 




désigne Tefifort de compression d'un montant vertical cor- 
respondant à la répartition de la charge totale sur le pont 

entier. La quantité V varie avec Q et L, et atteint sa 

valeur maxima {*) pour la section où m est minima , 
c'est-à-dire, dans le cas considéré, pour le montant c 
{fig. 26). 

On aura, en représentant par pc , />c' le pouce linéaire 
et le pouce carré, par pd le poud : 

Q = 66 X 21 = 1386 pouds , 

I, =5,093 pc*, 

E = 780000 pd par 'gd^. 



'Sik-' 



w = y ^ = 0,01868, 

h^ = 77 "pc^ 
lang w/ij = lang 82o24'43" = 7,50659, 

^=Pi ^°^;^f'T^^^ = 182817^. 

Ensuite, en admet- x 



tant qu'au lieu d'une 
console trapézoïdale , 
il y en ait une rec- 




J-.75i,^* 




tangulaire à base de • j e-» . i = ^J^^ \ 



3-5-35 ,^ 

— ^ = 19 pouces , Fig. 28. 

pour laquelle le moment d'inertie (/fy. 28) par rapport 

(*) Gela résulte du développement de tang mh^ en série, d*où Ton déduit 

Dans les limites de la convergence, cette quantité crott en même temps 
que m. 



L 
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à l'axe XX sera I, = 754 , nous trouverons : 

A, tang çi = j^ A, A, (2 A, + A,) = 408 ^-. 



, = ^Aî(3A. + 2A,) = 116|'. 



Pour Tentretoise, enfin, nous avons 

(a, + A, + |A,)tang9, = ^(A, + A, + 1^3^=1360^. 

En substituant toutes ces valeurs dans Téquation (17), 
nous trouverons 



et 



780000 A AB-A^-riO /*X 

^ = 84(182817+408 + 116 + 1360) = ^'^^^^^^^ ( >' 

_ 0,0502743 X 110* X 12* ^ 
16 X 780000 X 155,917 



La valeur correspondante du coefficient de longueur [/., 
déterminée d*après la table du paragraphe 8, sera 

[j. = 0,279 , 
et Ton aura 

l 0.279x110x12 

; = 2;637 =**^- 

La valeur de la charge dangereuse correspondante 
sera, d'après la table du paragraphe 16, 

p = 1.007^» par centimètre carré. 

La valeur de la charge de compression par unité de 
surface dans la section représentée sur la fig. 29 , sera 
d'ailleurs 

^, 66 X 110* „oo»d 

^^ = 8X22,429X11,67 = ^^^' ^^^ P""^" '''''' 

= 970''» par centimètre carré , 

( * ) On voit par cet exemple que les valeurs ô, et h^ tang o^ sont insigni- 
fiantes en comparaison de 6|, et que, par conséquent, Terreur commise par la 
substitution à la console trapézoïdale de la console rectangulaire ne peut avoir 
aucune influence sensible sur la valeur de q. 
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et dans la section affaiblie par les trous des rivets sup- 
plémentaires, aux nœuds du montant vertical, 

66 X iio' 



No = 



8x2i,il6xli,67 



= 405P** par pouce carré 



= 1.028^ par centimètre carré. 
La [fig. 29) représente la section transversale et Télé- 



11 



■^ ZLSO. 80.10 
>.190 15 



i 

o. 



I 



LI 



». 



i;500]iuttq. 



t25D K. 




T 



h. 500 mm q. 

■ 



a 



*150 I K 



XîflL 



.i^Oj} 



iSQ-. 




Fig. M. 



vation du pont en fer sur la rivière Niede , sur la route 
de Bockenheim à Nieder-Ursel , près de Francfort-sur- 
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le-Mein (*). Ce pont s'est effondré le 30 août 1892 au 
passage d'un rouleau .compresseur pesant 20 tonnes. 
Le dégât fut occasionné par Tinsuffisance de stabilité 
latérale du pont. 

De la communication faite par M. Zweigle dans la 
Frankfurter Bezirksverein (**) , nous tirons les données 
suivantes : 

a) Poids de la construc- ) 29.770 „„,. ,. . 

' .. ,^ „. > z: — rr = 551^ par mètre courant; 

tion métallique. . . • ) 2 x 27 '^ 

b) Poids de la chaussée, 350 x 1,5 = 525 — 

c) Poids des trottoirs en ciment ) _ . .^ 

sur béton ) ~~ 

Total du poids permanent. • 1.216^> par mètre courant. 

En ce qui concerne la surcharge mobile de 20 tonnes, 
le Centralblatt annonce qu'au moment de l'effondrement 
elle était placée sur les trois panneaux du milieu. En 
supposant, dans le cas le plus favorable, que la charge 
mobile, appliquée sur Taxe du pont, agissait également 
sur les deux poutres , et qu'elle était distribuée unifor- 
mément sur les trois panneaux du milieu, nous trouverons 
la valeur suivante pour une charge uniformément répartie 
sur toute la longueur de la poutre, qui produirait le même 
moment fléchissant au milieu de la travée que la charge 
mobile 

[5 X 13,5 — ^ X (4,5)' X I] r^ X 1.000 = 617^ par m. cour. 

La charge totale d'une poutre sera donc 1216+617= 1833 
kilogrammes par mètre courant. 

En appliquant à ce cas la formule (17), nous pouvons 
négliger les quantités 8, et tangÇj, qui se rapportent à la 



(*) y. Centralblatt der Bauvertvaltung, 1892, n*» 39. 
(**) Publié dans la Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure^ 1893, 
n» 15. 



V 
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déformation due à la console, et prendre en même temps 
pour A^, la hauteur du montant vertical, comptée à partir 
du sommet de la console jusqu'à Taxe. de la semelle 
supérieure ; on aura donc 

A, =300 — 60 = 240, 
^1 + ^2 + 5 ^8 = 240 + 20 + 20 = 280, 

La valeur minima de mn», ♦, 



m' = --r correspond au s^Mii^iÉri^Ér V ^K^-'^-^'^^* 
troisième montant en ! «>8»^(^»)^^ 

<îomptant de l'appui ; la Jj ^W^ fîT i~!l^° *^ 

section transversale est » . ^sJv^.^ __'^£.x 
représentée sur la fi- W^ mw^ 

gure 30. • 1 my J^-S8i,9cjn* 

Nous avons : X» " 

Fig. 30. 

Q = i.833 X 3 X 2 = 16.998^», 
mh^ = 0,92784 = 53^9' 41". 

En substituant ces valeurs dans la formule (17) nous 
trouvons : 

^ " 300r tg53o9- 4^-0,92784 . 260 3 ' ^'^^^«^' 

L 367,9(0,003866)» " 29.446 ^' J 
_ 0,33585 X 27^x100* _ 
~ 16x2.000.000 959,5 — ^^*- 

D'après le tableau du paragraphe 8, nous trouvons la 
valeur du coefficient de longueur suivante 

ji = 0.21 , 
et par conséquent 

l 0,21x27x100 __.,,, 
r = 3:5 = *^^' 
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la charge dangereuse, d'après la table du paragraphe 16^ 
s'élève à 

p = 752'^ par centimètre carré, 

tandis que la charge réelle dans la section représentée 
sur la fig. 32, sera 

N = ô — ô — 1^ ^o = 726*^» par centimètre carre, 
3 X 8 X 76,68 ^ ' 

Nous trouvons donc des résultats qui ne nous semblent 
pas être trop éloignés de la réalité. 

11 serait très désirable que MM. les ingénieurs, qui ont 
à leur disposition des données sur des accidents plus ou 
moins anologues à ceux que nous venons de taiter, con- 
sentissent à y appliquer la méthode que nous venons de 
développer, quand ce ne serait que pour apprécier sa 
valeur pratique. 



--• --^- - 



.M.A 
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NOTE A. 



BUT DE CETTE NOTE; CAS XIII ET XI Y. VÉRIFICATION 
DES FORMULES APPROXIMATIVES (11 2) et (I22). 

But de cette note. — Nous avons exposé dans les paragraphes 
10 et 11 une méthode approximative pour la détermination du 
coefficient de longueur [jl, relatif à des barres comprimées de 
poutres à treillis à v intersections. Les suppositions que nous 
avons prises comme point de départ ne sont pas rigoureuses; il 
serait donc utile de vérifier par une analyse plus exacte les ré- 
sultats obtenus. Nous étudierons ici les conditions nécessaires 
pour qu'un flambement de treillis à une ou à deux intersections 
puisse se produire, et nous les comparerons aux conditions 
déterminées par notre méthode approximative. 

Rappelons que la valeur de Terreur commise par Tapplica- 
tion de cette méthode augmente à mesure que le nombre d'in- 
tersections diminue et que, par conséquent sa valeur devient 
maxima pour des treillis à 

une intersection. De cette ma- \ /'^ 

nière, nos recherches nous 
feront connaître la limite su- 
périeure de l'erreur en ques- 
tion, ce qui nous permettra 
d'apprécier la valeur prati- 
que de notre méthode appro- 
ximative. 

Cas XIII, — Supposons, 
que Taxe ab {fig, 31) d'une 
barre comprimée de lon- 
gueur L, et Taxe cd d'une 
barre tendue de longueur L^ ^- 3i* 

s'entre-croisent en leurs milieux au point 0. Admettons : !• que 
le contact des axes au point d'intersection se conserve pen- 
dant la déformation; 2» que les extrémités a, 6, c et d ne peu- 
vent quitter le plan du treillis, et 3« qu'il y ait des articulations 
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parfaites au point ainsi qu'à toutes les extrémités. Il s*agit 
de déterminer la valeur minima P^ de l'effort de compression 

capable de produire un flambement du 
treillis. La réaction que la barre tendue cd 
oppose à la flexion de la barre comprioi^e 
ab est perpendiculaire au plan abcd, et 
proportionnelle à Técart 3 du point de ce 
plan; elle pourra donc être exprimée par 
2 9 S, 9 désignant un coefficient constant. 
De même, les réactions que les semelles op- 
posent à récartement des extrémités par rap- 
port au a et 6 du plan abcd sont pendicu- 
laires à ce plan et égales chacune à — q^, 

GoAsidérons la moitié a o de la barre com- 
primée a, b et disposons les axes de coor- 
données rectangulaires dans le plan de la 
flexion, comme Findique la fig. 32. L*équa- 








Fig. 32. 

tion différentielle de Taxe fléchi ao sera 



(a) £1 



(Is* 



\/'-(^ 



) 



= =P(S-y)-g8(z,-x) 



en faisant 
(6) 



= P(a-,)-,8X^Vi_(ff)*.,; 



Ëi 



r=a« 



_£.- 



' El 



= 6», 



nous trouverons la valeur suivante de 6', nécessaire pour que 
la flexion puisse se produire : 



fc« = lim. 



a«(8-y) 






\Ar(if)' 



= lim. 



seonstisO 



a^Z-y)- 






L Kl---) J 



yseossisOJ 



' Pour déterminer la vraie valeur de cette expression , il faudra 
intégrer l'équation 



(c) 






a«(8-y)-A«S^iL-A 



I 
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Son intégrale générale sera 

{d) a*(8 — y)— .A«8(- L — sj = Cj sin a*;^ C,cosa5. 

Pour éliminer les constantes arbitraires C^ et Cj, nous avons 
pour S = 0, y = et ;r^ = 0; pour S = - L, y = 8; donc 



Cj = — Cj tang-aL 
C, = ? , — a 



tang - a L 



6« = 

et à cause de (6) 
(18) q = 



a' 



i i 

gOL — tang-aL 



Ela» 



1 1 

-aL — tang^aL 




Fig. 33. 



L'équation (18) donne la valeur du coefficient q nécessaire 
pour qu*une flexion de la barre comprimée puisse se produire. 
La valeur q^ du même coefficient, nécessaire pour la flexion 
de la barre tendue cd^ devra être déterminée d'après Téquation 
différentielle suivante (/ig. 33) : 

V'-(3f) 

En appelant 

{e) 
nous trouverons 

w*(8— y)+ 






El,''' 



= lim. 



ds* 



VMi)' 



hX*V-(g)"-J. 



= lim. 



■eonstsO 











_ i/xconstaO 
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Pour déterminer la vraie valeur de cette expression, il au 
intégrer Téquation 

if) g = «'8(iL.-*)-m«(8-y). 

L*intégrale générale sera 

Pour éliminer C| et C,, nous avons : 

Pour * = 0, y = et -~ = 0; pour * = - Lj, y = 8; 

as tu 

donc 

C, = — Cl é^S 

Cl = 8 



n« = 



1— .gTOXl 

m» m» 



I ^«t 11 If 



et, en vertu de (e), 



m» 



(19) q, = E|Ii j j 

^mLi — tanghyp^mLi 

Il est facile de voir que, pour Q = 0, la formule (19) se ré- 
duira à 

(190 9i = 24^. 

Dans des cas particuliers, quand I| est très petit, on peut 
poser I| = et l'équation (19) sera réduite à 

(19.) 5. = ^- 

Si enfin la force Q agissait dans une direction opposée à celle 
que nous avons considérée, c^est-à-dire si elle produisait une 



k 
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«ompressioD de la barre cd, on aurait (*): 



(19.) î, = 



m* 



un,!»,,-!»,. 



Pour que le flambement du treillis puisse avoir lieu, il faudrait 
•absolument que l'on eût 

•et, en vertu des équations (18), (19), (19,), (19,j et (19,), l'effort 
dangereux P, pourra être obtenu respectivement par les rela- 
tions suivantes : 

— *i 



i 1 

^wiLi-tanghyp^mL, 



iaL-tangiaL =2^ 



= Ii 



m» 



tang^mLi—^wLi 



I L 

En faisant -r = T' r~ = ^y ^^ ^^ multipliant les deux membres 

de ces équations par - ( ô^) 9 nous obtenons : 



^'G "^')' 



(20) 



tg(|mL.)-(imL.) 



(20.) 



(20.) 



( * ) Ce qui est facile à déduire par une méthode analogue à celles qui ont été 
•exposées plus haut. 
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Étant données leç valeurs numériques des dimensions dest 
barres et celle de la force Q, nous pouvons déterminer la 

quantité (0^^) d'après Téquation correspondante (20^) au 
moyen d'approximations successives. Nous trouvons ainsi 







et 



Pi, = 4 






Le coefficient de longueur {jlj, pourra être obtenu par TéquatioD 



L* 

d'où Ton déduit définivement 






(21) 



^ 



i^'» = lï- 



Cas XIV. — Considérons une poutre à treilli dissymétriques^ 
se composant de deux bandes parallèles [Jig. 34) et de deux 

systèmes de barres 

h^ \-3r ^Jy h^ ^M- inclinées dififérem- 

ment par rapport 
à la verticale, s'en- 
tre -croisant cha- 
cune en deuxpoints 
intermédiaires qui 
divisent leurs lon- 
gueurs en trois par- 
ties égales. Suppo- 
sons que toutes les 
barres du premier 




Fig. 34. 

système an-i&n-i» o»6 



'n» 



ctn+ibn+ij ..., ayant la même longueur 
L, la même section (o, soient comprimées par des efforts égaux P^ 
tandis que celles du second système an+z^man^^ ^«-i > ^n+i 6»»-2 vr 
présentant la même longueur L^ et une section uniforme c»^^ 
soient tendues par des efforts égaux Q. Admettons ensuite, comme 
dans les cas XI et XII : i") qu'il existe des articulations parfaites 
à tous les points d'intersections et aux extrémités des barres ; 
2'') que les contacts de leurs axes aux points d'intersection soient 
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conservés pendant la déformation; 3*") que les extrémités des axes 
soient astreintes à demeurer dans.le plan du treillis. 

Les réactions opposées par les barres tendues à la flexion des 
barres comprimées sont proportionnelles à Técartement des 
points d'intersection du plan du treillis. Toutes ces réactions 
seront égales par suite des conditions identiques dans lesquelles 
se trouvent toutes les barres de chaque système. 

Le flambement qui peut se produire le plus facilement aura 
lieu quand les axes des barres de chaque sys- 
tème fléchiront d'après les mômes courbes 
planes et symétriques^ sans points d*inflexion. 
Plaçons le centre des coordonnées au milieu de 
l'axe d'une barre comprimée et dirigeons les 
axes des x et des y comme l'indique la fig. 35. 
Le demi-axe bnOn sera sollicité par la réaction 
g (8 — 8^) d'une barre tendue, appliquée au 
point d'intersection, et à la réaction de la se- 
melle — q{^ — Bj), appliquée à l'extrémité 6n; 
ces deux réactions étant égales, parallèles à 
Taxe des y et dirigées- en sens opposés, for- y 
nient un couple. 

Faisons 




Fig. 35. 



(a) 



El 



= a« 



et ^ = tK 



On sait que la valeur q', indispensable pour qu'une flexion de 
la barre comprimée puisse se produire, pourra être déter- 
minée exactement des équations différentielles des courbes bnO^ 
et On On suivantes : 



Leurs intégrales générales seront : 
Nous avons d'ailleurs 



Cl sina* + C2C0sa5Î 
Cg sin as^ + C^ cos as^. 



pour s = l, y = 8 ; pour S = /^ , y = S^ ; 
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donc 

C, = -Citga/, 

En faisant 
nous trouvons, par la dififérentiation de (6), 

De même pour éliminer C3 et G^, nous avons 

pour ^1 = 0, yi = et ~^* = 0; 

donc 

C« = et C4 = a«8 — 6»(5 — 8i)(Z — Z^, 

Or, il est évident que 



(dyA ^ (dy\ ^ ^ 



V 

(Cj) r = a[i — c'(l — A;)(/ — /i)]sina/i. 



d»où 

Nous avons d'ailleurs 

pour Ji = /, , yi = 5i , 
et par suite 



(^) (i-^) = 



1 — c*(/ — /|)(1 — cosa/j) 
Des équations (c) et (q), nous tirons] 

a sina/| 



(dO {i-k) = 



^'+^ 'tga(r^/,y +^^'^^--^^>^^"^^^ 



En éliminant (1 — A;) des équations (d) et (di) et en les résol- 
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vant par rapport à c^, nous obtenons 



c* = 



a 



a[l^l,)^ 



tga(/-^) 



4 — tgaZitga(/ — /J 
et, par suite des équations (a) et (a^), 



ç'=EI 



a« 



ad l) tga(/-/J 



et pour 



^1 -3^-^L, 



nous obtenons définitivement 



(22) g' = 2 El 



a' 



tggaL 



- aL 

^ l-3tg*iaL 

La valeur q^, nécessaire pour que la 
flexion d'une barre puisse avoir lieu, 
pourra être obtenue d'une manière analo- 
gue, en considérant le demi-axe d'une 
barre tendue [(Jig* 36). En faisant 

-^ = m« -2l. = «« et ^ = K 
Eij ""' EIi '^ ®^ 8-^' 

nous trouverons facilement 




^-i.) 



Fig. 36. 



(23) ç; = El, 



m' 



gWL,- 



tghyp gWiL, 



C). 



1 + tg hyp g m L, tg hyp - m Lj 



Il est facile à voir que pour Q = 0, l'équation (23) se réduit à 
(23.) g-, = 32,4 ^. 

(*) Nous ne donnons pas ici la déduction de ces formules, qui s'effectue 
d'une manière tout à fait analogue k celle de la formule (22). 
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Dans le cas où I, serait assez petit pour qu'on paisse poser 
I, = 0, l'équation (23) donnera simplement 



(23,) 



g-, = 3 ^. 



Si enfin Q agissait dans une direction opposée à celle qu'il 
avait dans le cas considéré, c'est-à-dire si, au lieu d*une tension, 
il produisait une compression de la barre bn~iOnf nous aurions 



(23a) 



^'^ = ^1. 



m' 



tgg w»Lj 



l-3tg«^mLi 



-gmL, 



Pour que le flambement du treillis puisse avoir lieu, il faut 
nécessairement que Ton ait 

et d'après les équations (22), (23), (23^), (23s) et (23s), Vefifort dan- 
gereux Pi4 pourra être tiré de Tune des équations suivantes : 



/ = 



I^m» 



* T 8 



^mL,- 



tghyp-mLi 



2 1 

l + tghypgmLjtghyp g mL, 






32,4 i^ 



1 , _!ih!_ =3^ 

l-3tg»|aL 



1 I . 



\ TZ 



-gmL. 



3tg« g mLj 



En faisant -p = y, ï— = A, et en multipliant ces équations par 

1 Li 



ao 



2 "j-^-j nous obtiendrons la relation 



t.1 
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= 2tA' ^^ ^—^ ( S4) 

2 ♦ghypgmL, 

6 '"^' 2 r — 

1 + tghyp g niLj tghyp ^ mL, 
. , = 0,3tA» (24.) 

= f**^ ^— (2*.) 



a-)' 



\ 



l-3tg«JmL, 



Étant données les valeurs numériques des dimensions des 

barres et de la force Q, nous pouvons déterminer (««Lj 

d'après une des équations (24ia). Supposons qu'on ait trouvé 
ainsi 

11 en résulté que le coeffîcieùt de longueur [ii^ sera 

Vérification des formules approximatives (11 g) et (I22). — On 
ne saurait se servir dan» Tapplication des formules des cas XIII 
et XIY, à cause de leur forme transcendante et compliquée. 
Nous les avons déduites* pour pouvoir déterminer la limite de 
Terreur que Ton commettrait en se servant des formules (11*) et 
(122). Il a été dit antérieurement que cette limite atteint sa plus 
grande valeur pour les treillis 'à une intersection ; supposons 
que nous avons obtenu pour (x d*un pareil treillis deux valeurs 
différentes : [x^j, diaprés la formule exacte (21), et fXu, d'après 
la formule approximative (ils). On pourra poser Téquatio» 

.!.'.■.. ;' . - ■ 

OÙ i désigne Terreur relative. 
Il arrive rarement dans les constructions que I^ soit plu^' 
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grand que I et que reffort de tension Q soit plus grand que 
TefiFort de compression U, c'est-à-dire que la n^«^ partie de 
Teffort dangereux Pu, où n n'est jamais plus petit que 3,4. 
Des limites extrêmes de X auront lieu 

quand ^ I| ^^ 1 ^ I, 

eu 

et 

quand ^ Q ^ | Pn- 

Les formules (20,) nous montrent que , dans les limites 

indiquées ci-dessus , Terreur X, pour Q constant, croit en 

valeur absolue quand I^ diminue, et atteint sa plus grande 

valeur pour Ii = 0; pour Ti = 0, X croît en même temps 

que Q; il atteint donc sa plus grande valeur possible pour 

p 
Q = -^. En substituant dans les formules (20,), (21) et (ll^) 

Ij = 0, nous obtenons: 

Pour Q = |Pii X=;0,025; 

Q=ip,, ....... X=:0,034; 

Q=|Pii X = 0,054. 

De même, pour un treillis à deux intersections, pous obtenons^ 
d'après les équations (22), (24) et (Idj) : 

Pour Q= jPii X = 0,01; 

Q=|Pii •••••. . X = 0,015; 
(î = |Pii X = 0,02- 

Pour un treillis au nombre supérieur d'intersections, X sera 
encore plus petit. 

On voit donc que la valeur àtà X est négligeable au point 
de vue pratique, et qu'on peut àjppliquer la formule (lis) à tout 
treillis symétrique, sans risquer 4'^n*6ur sensible. 

Prenons, comme exemple, deux treillis symétriques à une 
et à deux intersections, en supposant L = L^ , I = Ji et Q =s 0. 
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En appliquant la formule (il,) nous obtenons pour les deux 
treillis la même valeur du coefficient de longueur 

î*n=;j^ =0,7071. 

Les formules exactes nous donnent : 

a) Pour les treillis à une intersection, d'après Téquation (210), 

gaL— tang-aL 



d*oii Ton déduit, par approximations successives, 

oL = 2t = 4,4072, 
et, d'après Féquation (21), 

Kl. = ^=0,7128; 

donc, Terreur qu*on commet, en appliquant Téquation (H,), sera 

0,7128-0,7071 _ 
^- Ô77Î28 -0,008, 

b) Pour les treillis à deux intersections, nous avons, d'après 
réquation (24J, 

^^ i-^ =0,3; 

l tang^oL 

l-3tang«(^iaLJ 

d'où résulte 

aL = «T=: 4,4382, 

et d'après l'équatioa (25) 

(t'., = ^ = 0,7079 ; 

l'erreur correspondante est 

0,7079-0,7071 
*• - ÔJÔ79 - "'""*• 



INFLUENCE DE U COURBDRE ACCIDENTELLE DE L'aXE pniHlTIF DES PIÈCES 
COXPRIHÉES ET DE L'EXCEKTRiaTË DES EFFORTS. 

La légère courbure fortuite de l'axe primitif des pièces com- 
primées comporte une certaine limite, qui dépend de la précision 
du travail de la constructioo. 

Le cas le plus défavorable a lieu quand l'axe primitifde la pièce 
est courbé, sans point d'inflexion, dans le plan perpendiculaire 
& l'axe du plus petit moment d'inertie. On pourra évaluer la 
limite de cette déviation par le rapport m= — enlre la Ion- 

gueur L de l'axe et le rayon maximum r d'un arc de cercle qui 
passe par les extrémités a et 6 et dont le seg- 
ment ab renferme toute la courbe de l'axe 
primitif. - 
Prenons le cas le moins favorable, savoir, 
. celui de l'axe primitif aOb, coïncidant avec 
l'arc du cercle-limite, et où les efforts de com- 
pression P et — P sont appliqués à une cer- 
t taine distaoce e des extrémités a et 6, du c6té 
du centre de ce cercle. En disposant les axes 
des coordonnées comme l'indique la _fig. 37, 
nous aurons l'équation suivante de l'axe fléchi 
0,06,:. 



E"(J-i)=P(e+A-i,). 



Ne considérant que le cas où - et e sont pe- 
tits, et en nous bornant & l'examen des pe- 
tites déformations produites par les efforts 
P, 4ui ne dépassent jamais un tiers de l'effort 
dangereux, nous pourrons négliger la fonction 
Fig. J7. de 1 -^j = sin'a par rapport à l'unité. Nous 

avons ainsi l'équation différentielle 
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L'intégrale générale est 

y = -xr + « + A + Cj sîn a* + C, cos as. 
On a d'ailleurs 

pour* = 0, y=:0 et ^ = 0; pour * = -L, y = A. 
II en résulte 

Ci = 0, 

, . 1 — COS xOL 

^ '^ cos^aL 

Le moment fléchissant maximum correspond à la section 0, 
et a pour valeur 

(6) Mo = P(e + A) = — ^[e + ^(i-cos|aL)]. 

cos-aL ^ ' 

Par suite de la flexion, Tefifort de compression ne peut être 
réparti uniformément sur toute la section 0, et la plus grande 
valeur de la charge qu*il produit par unité de surface dans les 
fibres extrêmes du côté concave, est 

N.„ = -+-^ = - + ^o__^^,^_^i_eos-aLJJ, 

cos-aL*- ^ ^ 

v^ désignant la distance de ces fibres au centre de gravité de la 
section. 
Si Ton pose 

P = a)R4, 



*»= vS^We' 



on arrive définitivement à Téquation 
(26) Nm« = Rj 



r 



8 
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Cette analyse nous mène aux conclusions suivantes : 

1* Les formules (a), (6) et (26), obtenues en négligeant [S'} 

devant Tunité, ne sont applicables que dans le cas où A est 
petit. Les valeurs considérables des flècbes, qui seraient con- 
tradictoires à celte supposition, ne peuvent pas être déter- 
minées d*après la formule (a) ; néanmoins, on voit que l'efifort 
qui satisfait à la condition a/ = ic, quoiqu'il ne donne pas 
des valeurs infinies pour M, N et A, comme cela résulterait des 
équations (a), (6) et (26), produit quand même des flèches et des 
fatigues considérables et peut occasionner Teffondrement de la 
pièce. Par conséquent, la charge exprimée par Véquation (2|), (/a 
limite d^élasticité n'étant point dépassée) doit être considérée 
comme une limite dangereuse, même dans le cas où il existerait 
une excentricité de. V effort de compression. La condition de sécu- 
rité qui exige, dans le cas principal, que la chxirge de compres- 
sion ne dépasse pas la n*«"« partie de la charge dangereuse (2|), 
doit être de même observée dans le cas considéré ; mais, dans le 
premier cas, cette condition est nécessaire et suffisante, tandis 
que, dans le dernier cas, elle rCest que nécessaire. 

Cette conclusion peut être étendue aux équations empiriques 
applicables en dehors de la limite d'élasticité; 

2* La formule (26) indique que Tefifort qui s'exerce par unité 

de surface aux points les plus éloignés de la section dangereuse, 

p 

dépasse la charge moyenne apparente R^ = - de la quantité 

D = Nmax — Ri 



-Ho 



r 

cos 



(Tfy|yl^fc[— (bVI)]i- 



e L 
On voit que m, -, -, E et R^ étant constants, la fatigue sup- 

plémentaire D sera proportionnelle au rapport — . Il en résulte 

que la loi selon laquelle la résistance des pièces comprimées ne 

dépend que du rapport - , n'est exacte que dans le cas où V effort 

de compression coïncide parfaitement avec Vaxe primitif, absolu- 
ment droit. Si, au contraire, ce dernier est affecté d'une légère 
courbure, et s'il existe une certaine excentricité de l'effort, ce qui 
est inévitable dans les constructionsy la pièce subira une flexion, 
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•outre la simple compression. Le travail supplémentaire des fibres 
-les plus éloignées^ toutes autres conditions étant égales, croît pro- 

■tr 

portionnellement au rapport — , e< par conséquent la résistance 

■des pièces à égales valeurs du rapport —, décroît à mesure que -^ 
-augmente. Il faut donc^ dans Vétude des pièces destinées à être 

y 

<;ompriméeSj faire attention à ce que le rapport -2 soit aussi petit 

que possible, 

L*anneau circulaire préjsente, à ce point de vue, la forme la 
plus avantageuse pour la section transversale , lorsque la pièce 
'doit opposer à la flexion la même résistance dans toutes les 

^directions. Le rapport -^ correspondant sera 

©0 _ 2 



Pour une section circulaire — = 2. 

r 

Pour un carré creux 

n/6 



(h) = 

\ T /min 



\/-(î)' 

v/-a)' 



a désignant le côté du carré intérieur et A celui du carré exté- 
rieur. La première expression se rapporte à la flexion dans un 
plan parallèle à la diagonale du carré ; la seconde à la flexion 
dans un plan parallèle à son côté. Pour un carré plein, nous 
avons de môme 

(M =^ et (^) =v^. 

\ ^ / mtx \r / min 

V 

En général, — ne dépasse pas 2,75; néanmoins, on rencontre 
:souvent des semelles de poutres de ponts pour lesquelles -^, cor- 
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respondant à la flexion latérale, est supérieure à 3. Cette cir- 
constance si désavantageuse provient de ce qu^on n'a pas fait 
le nécessaire à ce sujet ; 

3"* Il faut, pour assurer la résistance des pièces comprimées, 

p 

que non seulement la charge moyenne R| = — ne dépasse pas 

la n<^*"« partie de la charge dangereuse, mais que Teffort maxi- 
mum Nmax (26), qui s'exerce par unité de surface sur les fibres 
les plus fatiguées par suite de défauts inévitables de construc- 
tion, reste inférieur à la charge de sécurité admissible pour la 
simple compression R. Il est facile de prouver que, si la première 
de ces conditions est satisfaite dans les limites d'application de 
la formule d'Euler, c'est-à-dire si 

la seconde le sera à plus forte raison. En effet, en substituant 
dans l'équation (26) 

L = Z; N™ax = R=t et Rj = & = i E^t» ("yV» 

n ^ n n \l ) 

nous aurons 



La racine positive de cette équation sera 



) 



1 

mn 



— cos- \/î 




'""#"("'^) 



Ev^mn 

t7T 



cos 



Cette racine est la valeur limite de |-J, pour laquelle 

N = R ; toutes les valeurs de - supérieures à cette racine don- 
nent N < R. 



— 117 — 
La valeur ( -| , d'après la formule (a), croit en même temps 

6 V 4 

que les valeurs m, -« — et -. La plus grande valeur admissible 

de m est 0,008, ce qui correspond à peu près à une flèche pri- 
mitive / = 0,001 Z. L'excentricité inévitable ne dépasse pas 
essOfir; nous prendrons ici e = 0,lr. Le coefficient admissi- 
ble de sécurité dans les construction métalliques n*e$t jamais 

inférieur à 7i = 3,4, et enfin (-^) =2,75: nous prendrons 

ICI -2=3. 
r 

Après avoir substitué toutes ces valeurs maxima dans la for- 
mule (a), nous trouvons 



(i) == 0,0245 I + Y/(o,02115|y+ 14,37764 1. 

Pour le fer fondu E = 2156 tonnes par centimètre carré; 

Tmin = 3,4 tonnes par centimètre carré. 

Par conséquent 

(i) =109.8. 

Pour le fer soudé E s 2000 on a T = 3,1 ; par conséquent 

(i)^=H0.9. 

Or, on sait d'ailleurs que la formule d'Euler n'est applicable 

au fer fondu que pour -^ 110, et au fer soudé que pour-^ 115. 

p 

Si, par conséquent, la charge moyenne par unité de surface - 

d'une pièce comprimée en fer ou en acier doux, ne dépasse pas 
la n**"'^ partie de la charge dangereusey déterminée pour 

1 110 pour le fer fondu ,. ^.^ , /-^^•«•w.. /?»!?« /^ 
->..M .>. ifffl après la formule a jLuler 

r 115 pour le fer soude ^ '^ 

p = Etc" ( î- ) j l'effort maximum qui peut s'exercer par unité de 

•surface sur les fibres les plus fatiguées, par suite de défauts iné' 

mtàbles dé construction l pour m < 1),008 e^ - < 0,1 j, sera tou^ 
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jcywrs inférieure à la charge de sécurité, admiisible pour la sim- 
pie compression R = -^ (ou pour le fer fondu Tmin = 3,4 tonnes 

par centimètre carrée et pour le fer soudé Tmin = 3,1). 

Nous arrivons à cette importante conclusion, que la résistance 
des pièces comprimées peut être déterminée d'après la formule 
d'Euler, dans les limites correspondantes, non seulement dan» 
le cas idéal oCi les axes des pièces comprimées sont rigoureuse- 
ment rectllignes et où les efforts sont appliqués sans la moindre 
excentricité, mais aussi en présence d*une légère courbure des 
axes et d^une petite excentricité des forces; 

4* L'influence des défauts indiqués de construction pour des 

.. . , 1 M l ilO pour le fer fondu 

pièces comprimées pour lesquelles - < , . „ ,1. , . > 

^ r r 1 y. ^^5 p^yj. |g fgj. soude 

peut être déterminée d'après la formule (26) en y faisant 

n / r\ 

p= jia — & j I , où les valeurs correspondantes de a et 6 sont 

données au chapitre II, paragraphe 16. 
Pour 

rp ___ ( 3'*",4 par centimètre carré pour le fer fondu, 
^"""-"^3»-,l -^ — soudé; 

i> _ Tmin __ ( 1.000^« par centimètre carré pour le fer fondu, 
n ~^ 9i2^ — — soudé; 

nous trouverons les valeurs de Nmaz en kilogrammes par centi- 
mètre carré. 





a) 


Pour le fer fondu. 










r 








2,75 


2,50 


2,25 


2,00 


1,75 


1,50 


/ 

r 


1 20 


1.087 


1.072 


1.055 


1.039 


1.022 


1.006 


30 


1.064 


1.046 


1.028 


1.010 


992 


» 


= < 40 


1.040 


1.020 


1.001 


881 


M 


» 


f 50 


1.016 


995 


» 


» 


» 


» 


V 58 

1 


997 


» 


» 


K 


• 
1 


* 



iiWBta. 



iSÊkim»' 



IHÉÉ 



«M 



H !■ 
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b) Poor 1« fw Boad<. 





• 


ï,75 




r 








2,50 


2,25 


2,00 


1,75 


1,50 




r~ 


20 


1.077 


1.061 


l.Otô 


1.029 


1.013 


997 




30 


l.Otô 


1.030 


1.012 


995 


977 


969 




i 40 


l.(H8 


999 


979 


^9 


940 


920 




l 50 


987 


966 


945 


924 


903 


» 




1 60 


956 


933 


910 


» 


■ 


» 




70 


9» 


896 


» 


» 


» 


» 




1 " 


912 


» 


» 


» 


» 


» 



Dans ces tableaux, on a laissé pour les valeurs de N<R, 

les cases inoccupées. Ces tableaux nous montrent que, si la 

p 
charge moyenne — ne dépasse pas la n**"« partie de la charge 

dangereuse déterminée par V équation p = a — b - , V effort maxi- 
mum N, qui peut s^ exercer par unité de surfojce sur lesjibres les 
plus fatiguées par suite de défauts inévitables de la construction 

( supposant m < 0,008 et - < 0,05 ] , quand on a 

l 
110 > - > 758 pour le fer fondu , 

115>->773 — soudé, 
r ' 

T 

sera toujours moindre que la charge de sécurité R = -2i; 



Quand 



/ ^^ 58 pour le fer fondu , 
r ^^ 



73 



— soudé, 
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Nmu peut dépasser R, mois de quantités inférieures à 

(N: 



llDtZ 



_^ -^^ ^ 87^parcentim. carré(= 0,087R) pour le fer fondu, 
^^167«>' — (=0,i83R) — soudé. 

Ces excédents nous paraissent négligeables^ parce qu'ils corres' 
pondent à l'ensemble des conditions les plus défavorables. 



NOTE C 

EFFET DE LA DISPOSITION EXCENTRIQUE DES DIAGONALES 
DES POUTRES A TREILLIS SYMÉTRIQUES. 

Nous avons donné au paragraphe iO le coefficient de longueur 
pour la résistance au flambement latéral des barres comprimées 
des treillis symétriques. Nous avons supposé que les axes des 
barres sont dans le plan du treillis qui passe par les axes des 
bandes. Dans la plupart des poutres ayant une âme simple, 
toutes les diagonales tendues sont placées d'un même côté du 
plan du treillis et les barres comprimées sont placées de l'autre 
côté. Par suite de ce genre de construction, les efforts longitu- 
dinaux que subissent les diagonales sont appliqués avec excen- 
tricité, ce qui entraîne une flexion latérale. 

Nous essaierons de déterminer les efforts supplémentaires qui 
s'exercent sur les barres comprimées à cause de cette flexion. 

Considérons, comme au cas XI, la poutre à treillis symétri- 

h k -h -k K T.. 7^ que (/ô'. 38), mais en 

hi-i ^-2 ^t-j P r ^i*i yii^g ^*t supposant que les bar 

res tendues soient pla- 
cées d'un côté du plan 
du treillis, tandis que 
les barres comprimées 
soient placées de l'autre 
côté. Toutes les diago- 
nales de chacun de ces 
systèmes, ayant des di- 
mensions égales et se 
trouvant dans les mê- 
mes conditions, fléchissent sous l'action des efforts égaux appli- 
qués avec des excentricités égales d'après les mômes courbes 
planes et symétriques sans point d'inflexion. En négligeant 
l'allongement des diagonales tendues et la contraction des 




o-n-i ^n-2 <hi-x <hx <^+i ^11*2 ^rt-^i 

Fig. 38. 
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diagonales comprimées, nous trouverons, comme au cas XI, 
que les v points dMntersection et les deux extrémités de Taxe de 
chaque diagonale comprimée, -ainsi que les v + 2 points cor- 
respondants de Taxe de chaque diagonale tendue , sont dis- 
posés d'une manière absolument identique par rapport aux 
axes droits primitifs. En ne considérant que de petites défor- 
mations, nous trouverons de même que tous les autres points 
correspondants de ces deux axes ne peuvent pas être placés, par 
rapport aux axes primitifs, d'une manière sensiblement diffé- 
rente. Nous pouvons donc admettre que ces deux axes flé- 
chissent d'après des courbes absolument identiques et qu'en 
même temps lés actions et les réactions réciproques des diago- 
nales, au lieu d'être appliquées aux points d'intersection, sont 
réparties d'une manière continue sur tout l'axe à raison de f[s] 
par unité de longueur. 

Aux extrémités des diagonales, outre les réactions des semelles, 
agissent encore dans le plan du treillis des couples à moments 
égaux et opposés. M© et — M^. Ces couples réciproques résultent 

Q 




0^^ i%)d^ 




Fig. ao. 

de ce que l'extrémité de la diagonale tendue est soumise à un 
moment fléchissant différant de celui qui agit sur l'extrémité de 
la diagonale comprimée. 

Soit 06, sur. 4a première partie de la jîg. 39, le demi-axe 
fléchi d'une diagonale comprimée, et 06, sur la seconde partie, 
celui d'une diagonale tendue. Désignons par P, Q, e et e^ les 



x)m 
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valeurs absolues des efforts et des excentricités. Les efforts 
étant dirigés comme Findique la Jig. 39, nous aurons les équa- 
tions suivantes des axes fléchis : 

L L 

En ajoutant ces deux équations, nous trouvons 

E(I + I.)5^ = (P = Q)(8-y) + Pe + Q«„ 

et en faisant 

l P-0 _ .. 

(a) ITT+U-"' 

lll±âîx-n 

(e(i + i,)-"' 

nous avons 

g = «»(8-y)+B. 

L'intégrale générale de cette équation est 

(b) a*(8 — y) + B = G| sina«+ G^cosa^. 
On a d'ailleurs 

du 4 

pour * = 0, y = et j5l = o; pour s =^L, y = 8, 

d'où l'on tire 

C, = 0, 

C, = 0*8 + B, 

Ri-cos|aL 

cos ^ «L 

En substituant ces valeurs dans l'équation (b) nous aurons 
, , B 1 — cosa^ 

<''> y = ? i-T' 

cos g ah 
d'où l'on déduit 

(d) M. = ElS^ = ElB-52i£i.. 

cos - aL 
2 
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La valeur maxima de M« correspond à siaai=Oy c'est-à-dire à 
s =zO, ce qui a lieu pour le milieu de la diagonale; on a donc 

(e) M«, = EIB i , 

C03 - aL 

d'où Ton déduit que l'effort maximum par unité de surface» 
Nmax» qui s'exerce au point le plus éloigné de la section dange» 
reuse, est 



w ■ 1 1 , 

cos ^ aL 
2 

et d'après l'équation (a) 

(27) N.. = ^ + ^^ ^ P^ + 0^ 



« I + Ii 

cos 



(2^Vê(TTï)) 



Quaqd les forces P et Q sont égales et dirigées en sens 
opposés, les formules (e), (d) et (27) se réduisent à : 

(e^) M« = const = Mmai = EIB» 

(27,) N.ax=^ + |^(Pe + Û^,). 

Quand Q > P» et lorsque ces forces sont dirigées en sens 
opposés, a est une quantité imaginaire; en faisant alors 

• • i / Q— P 
nous obtiendrons 

a 

(Cj) Mmax ^ EIB r 9 

coshyp-ttiL 

(-27,) ^^"«^ to + I + I. V. * , 

'coshyp^a^L 

Si enfin la force Q agissait dans une direction opposée à celle 
qu'elle avait dans les cas considérés ci-dessus, c'est-à-dire si les 
deux systèmes de diagonales étaient comprimés, on trouverait 
pour Mmax et Nmax Ics mêmcs formules {e) et (27), mais en y 
posant 

P£--Q£, 

(a,) ^ ^-E(I4-1J' 



a« = 



P-Q 
E(l + Ii) 
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En appliquant ces formules aux constructions dans lesquelles 
les diagonales de chaque système n'ont pas les mômes dimen- 
sions et ne sont pas soumises à des efforts égaux, comme nous 
l'avons supposé ici, on pourra déterminer deux limites entre 
lesquelles se trouve la valeur Nmu pour une diagonale com- 
primée. Il suffira pour cela de substituer à Q, I et e, dans les 
formules (27), les valeurs correspondantes de la plus forte et de 
la plus faible des diagonales qui s'entre-croisent avec la diago- 
nale considérée. On pourra, par mesure de précaution, se con- 
tenter de la limite inférieure (*). 

Prenons, par exemple, en mesures russes : 

P = 391P% Q = 119pS I = 2i-*,58, I^ = 1p«*,58, 

- = 16a, Vo = l.OOlP*, e = 1.251I-, e^ = 1.126p«, 

L = 1091* e = 780.000P* par pouce carré , 

nous aurons 

Nmax = 168 + 171 = 339P* par pouce carré = 1,29 R, 

la charge de sécurité pour la compression simple étant de 
R = 265^'* par police carré. 

Dans les poutres à treillis symétriques, à diagonales excentri- 
ques, Nmax» d*après la formule (27) dépasse dans la plupart des 

cas les charges admissibles de la compression simple R. Cepen- 

p 

dant, si la charge moyenne - ne dépasse pas la limite de sécu- 
rité déterminée d'après les formules du cas XI, l'excédent de 
Nmax sur R n'est pas, en général, supérieur à 33 p. 100. 

Il ne faut pas oublier toutefois que la rivure des diagonales 
aux points d'intersections et aux nœuds ne réalise pas l'articu- 
lation prise comme point de départ pour l'établissement de la for- 
mule (27). Les angles formés par les axes des diagonales dans le 
plan du treillis ne pouvant se déformer librement, empêchent ces 
dernières de fféchir suivant des courbes planes, et les forcent 
d'affecter une forme gauche. Il est évident que cette circonstance, 
ainsi que la torsion de la semelle, augmentent la résistance au 
flambement des diagonales, et que, par conséquent, l'excédent 

(*) 11 est indispensable de remarquer qu'ayant déduit les formules (27), 
(27]) et (S?^), de la même supposition que dans le cas XI, nous devons borner 
l'application de ces formules aux limites qui ont été établies pour la formule 
(11}), savoir : 

0<Q<2P et 0.<I, < -I. 
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de Nm«z sur H obtenu par la formule (27) est exagéré, et ne 
présente rien d'effrayant tant qu'il ne dépasse pas 33 p. 100. 

Néanmoins il serait à recommander d'éviter les constructions 
excentriques, ce qui est toujours possible pour les diagonales 
principales; quant à celles du milieu de la travée qui doivent 
être placées d'un côté du treillis, il faut tâcher de diminuer les 
efforts secondaires auxquels elles sont soumises. On y arrive en 
diminuant, autant que possible, l'excentricité e et la valeur du 

rapport — • 



NOTE D 

MÉTHODE GÉNÉRALE POUR DÉTERMINER LA VALEUR MAXIMA DE LA FORCE 
DE COMPRESSION QU'UNE VERGE ÉLASTIQUE PEUT SUPPORTER SANS 
FLÉCHIR. 

Nous avons démontré, dans plusieurs cas particuliers consi- 
dérés au chapitre I, que, pour déterminer la valeur maxima de 
la force de compression qu'une verge élastique, primitivement 
droite, peut supporter sans fléchir, on n'a pas besoin d'inté- 
grer l'équation différentielle exacte de son axe fléchi, et que cette 
valeur peut être rigoureusement obtenue à l'aide d'une équation 
différentielle auxiliaire, composée d'une certaine façon d'après 
l'équation exacte. Essayons de généraliser cette méthode. 

L'équation différentielle de Taxe fléchi d'une verge élastique 
comprimée par des forces, appliquées le long de son axe primi- 
tivement droit, peut être exprimée pour le cas général par la re- 
lation 

(a) F(^y,y',y'' y^P,g,^ ) = 

où. s et y désignent respectivement la longueur de l'arc de l'axe 

fléchi et son ordonnée; y' y'" y", les dérivées des différents 

ordres de y par rapport à j; p, g, r, ... les paramètres, fonctions 
des forces et des réactions indépendantes des coordonnées. En 
outre, les données d'un problème bien déterminé, fournissent 
n équations de la forme : 

/i (*> y> y'» y" p» ?> ^ )•«#, = o 

.^. j/2(*,y,y'»y" p»^»»" )«=«,=o 

/n(*,y,y',y" p,q,r ),«,^==o. 

Ces équations nous serviront à éliminer les n constantes arbi< 
traires de l'intégrale générale de l'équation (a). 
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Supposons qu*îl ne s'agisse que de déterminer la valeur p, du 
paramètre p qui réduit Féquation de Taxe fléchi à 

y == const = 

en admettant, comme de raison, qu^une réduction pareille ne 
soit pas contraire aux conditions (6). 

Transformons Téquation (a), en lui donnant la forme suivante, 
explicite par rapport au paramètre p : 

? is,t/,y\y" q,r ) 

^' ^-^,(,,y,y',y"..... g,r ) 

La valeur cherchée p^ pourra être tirée de (c), en y substituant 

(d) y z^f/ = y*= =sy" = const = 0, 

ce qui donnera 

(e) Pi = x(9>»" )• 

Il pourrait arriver, cependant, que Téquation (e) se réduisît à 
la forme 

Dans ce dernier cas, Taxe de la verge peut rester droit pour 
toute valeur de p, c'est-à-dire Féquation y = const = est une 
intégrale particulière de (a). Mais, outre cette forme particulière, 
rintégrale générale peut contenir encore d'autres intégrales, satis- 
faisant aux conditions (h) et présentant des familles de courbes, 
qui ne coïncident avec Taxe des x que pour p =Pi. 

La question qui nous occupe consiste dans la détermination 
de ces valeurs particulières de p^, sans intégrer Téquation (a), ce 
qui, actuellement, serait impossible dans la plupart des cs^s. 

En vertu du principe de la relation graduellement continue exis- 
tant entre les forces et les déformations, nous pouvons admettre, 
que, si pour p=Pi la fonction y et toutes ses dérivées par 
rapport à «, ainsi que le namérateur 9 et le dénominateur ^ de 
réquatîon (c), se réduisent à pour toutes les valeurs de s entre 
et /, toutes ces fonctions y, y'..., 9, |, pour p=-pi + dp, ne 
peuvent avoir des valeurs finies et restent, en général, infiniment 
petites sur toute la longueur de Taxe de la verge. Il s'ensuit que 
la valeur cherchée dep, peut ôtr^î considérée comme la limite 
vers laquelle tend le quotient (c) quand la fonction y tend vers 
y = const = 0, c'est-à-diré que Ton a 



*^* U («. y, y . y" «» r )J 
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Mais évidemment cette limite restera invariable en ajoutant au 
numérateur et au dénominateur des fonctions arbitraires 9, et/| 
telles, que pour p = p^ + <2p et pour toutes les valeurs de s com- 
prises entre et ly elles ne puissent avoir que des valeurs infi- 
niment petites d'ordre supérieur à celui de ç et x.; par consé- 
quent 

L'équation (g) restant exacte pour toutes les valeurs de s en Ire 
et /, Pi doit, en général, satisfaire à Téquation différenlielle 

W p[*( )=t+i( )]=?( )±?i( ), 

à la limite, lorsque l'intégrale y de cette équation satisfaisant aux 
conditions (b) se confond avec 0. 

Cette valeur Pi , tirée de {g) en y substituant y, y', y" y% 

déterminées en fonctions de j, p, 9, r...:., d'après réquatîon(A) et 
satisfaisant aux conditions (6), sera absolument identique à la 
valeur pi , déduite de / en y substituant y, y', y'^ y* déter- 
minées aux mêmes conditions de l'intégrale de l'équation (a). 

On peut, par conséquent, pour obtenir la solution exacte du 
problème en question, intégrer l'équation auxiliaire de la 
forme {h\ et après avoir éliminé les constantes arbitraires à 
l'aide des conditions (6), déterminer p^ comme la limite vers 
laquelle tendp, quand la fonction y tend vers sur toute la lon- 
gueur delà verge. Un heureux choix des fonctions 9^ et ({/|, nous 
permettra de donner à l'équation {h) une forme intégrable, par 
exemple la forme linéaire. 

11 va de soi que l'équation (Ji) doit être du même ordre que 
réquation (a). 

La méthode exposée nous donne la vraie raison de ce fait, que 
l'analyse sommaire a pu amener Euler à la solution exacte du 
problème de la force de la colonne (cas I"). En effet, nous avons 
dans ce cas 

a = lim r C_l = lim (^\ 

Parconséquent,rintégralede l'équation auxiliaire a'(8 — y)=y", 
astreinte aux conditions 

(A) Uy).=. = o 

devait donner pour a' nne solution identique à celle de l'équa- 
tion exacte. 



(i) a\ = lira [r ^ .^1 
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Il est facile de Toir que des solutions identiques pour a\ peu- 
vent ôtre obtenues de toute autre équation différentielle com- 
posée d'après Téquation exacte selon la méthode indiquée ; par 
exemple, de Téquatlon 

r 

où m > 1 (*). 
En effet, l'équation (i) donne 

dont rîntégraje générale est 

y = — ^ + Cl sin [as ^i — 8») + C, cos {as y^l— 6»). 

En éliminant G^, G, d'après les conditions (&i),nous arrivons à 
l'équation 

(^) y = i_sm [1 — cos (a* v^i— 8«)] • 

Or, comme (y),={i=$y nous avons aussi 



W * = T^ (l -ces aZ, v^T^^rgîS) 



Les équations (k) et (/) constituent l'intégrale de (t), satisfaisant 
aux conditions du problème. Il est clair que la fonction y ne 
peut atteindre la forme y = const =0 que pour 5=0, ce qui, 
d'après l'équation {l), ne peut arriver que dans le cas où 

1 = 1 — cosa^Z; 
on en déduit 

«1^ = 2 + ^^» 
et définitivement 

''' = m = ï^(* + 2"J*' 

solution identique à la solution connue que donne Tanalyse 
exacte du cas I". 
Prenons encore comme exemple l'équation 



(m) a? = lim(r ^ — ?;=— ,1 



eoatt sO, 



(*) Quand la fonction y est infiniment petite pour toutes valeurs de 5, com- 
prises entre et /, la valeur particulière 6 est également infiniment petite, et, 
par conséquent, ^ô» est un infiniment petit' d'ordre supérieur à celui de 

(8-y). 



— 129 — 

où, pour a* = a] + d(à*), le terme s^^f/ est infinimeDt petit 
d'ordre supérieur que 8 — y. 
L'équation auxiliaire à intégrer sera 

(n) y" 4- a^^S-y' + aMy — 8) = . 

En y introduisant de nouvelles variables et u, liées aux 
anciennes par les relations 

elle se transformera en l'équation suivante 

/; «fu* du 

et, en posant 

on aura 

(p) ^ + 6*8«t« ^ + 6»6==0. 

^^' du* du 

L'intégrale générale de cette équation, développée en séries 
selon la méthode des coefficients indéterminés, est : 

6 = Cj 6j + Cj 9j 
(r){'«-* ¥"+^,1 "-' 2n(2n-l) " " J 

OÙ Ak et Bjk désignent respectivement des k^^^** membres des \ 

séries 0^ et 0,. Les conditions (6), savoir 

(6.) (y).=.=o et (^).^^=o. 

donnent, d'après Téquatiou (o), 
D'après l'équation (r), la dernière de ces conditions se réduit à 

Or, comme on a 

f^) =0 et m =1, 

il faut que l'on ait 

C,=sO et 6 = €164. 

9 
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